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Tenemos que tener en cuenta que hay friccion en las dos caderas y en las
dos rodillas, mas el hecho de que la fuerza de contacto en la articulacion,
cuando se estd en movimiento, es superior a la que existe en el equilibrio
debido a los impactos de los pies contra el suelo. En total, el trabajo de las
fuerzas de rozamiento en todas las articulaciones, o lo que es lo mismo,
la energia perdida por friccion, es superior en mas de un factor diez a la
calculada considerando solo la cadera, unos 0,3 J en cada zancada. Para una
marcha lenta, la frecuencia de zancada es del orden de una por segundo, lo que
implica que la potencia disipada es de unos 0,3 W, lo que representa menos de
un 3 por ciento de la potencia mecanica desarrollada.

Si la frecuencia de zancada es superior, por ejemplo tres por segundo para
velocidades elevadas, la potencia disipada es del orden de 1 W, que sigue siendo
un pequefio porcentaje de la potencia total. Afadir el rozamiento existente en
el movimiento de las visceras y otros movimientos internos supone duplicar
aproximadamente la energia disipada, todavia muy pequefa respecto de las
energias puestas en juego en la locomocion.

Es méas importante el rozamiento con el aire, especialmente a grandes
velocidades. La fuerza de rozamiento es, segin vimos en el capitulo 3:

_ 2
2 =av
con.
m
o="9
VL

donde v, es la velocidad limite en caida libre en aire. Para una persona de 70
kg, teniendo en cuenta que dicha velocidad limite es, al nivel del mar, de unos
55 m/s:

_70x9,8
o =—

55°

~ 0,227 kg/m
Y la potencia disipada por el rozamiento con el aire seré:
P, =Fxv= av’

Para la marcha lenta, a 1 m/s de velocidad, la pérdida energética por
rozamiento con el aire supone unos 0,23 W, del mismo orden que la derivada
del rozamiento en las articulaciones, pero a una velocidad de 3 m/s, la pérdida
energética ya asciende a 6 W, que es el 4 por ciento de la potencia mecanica
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desarrollada. Si la velocidad es muy alta, por ejemplo 10 m/s (que corresponde
a la velocidad media de un sprinter de clase mundial en los 100 metros), la
potencia disipada es de unos 230 W, que es una cifra ya considerable. De ahi
que exista una diferencia notable en las marcas de las pruebas de velocidad
obtenidas en altura y a nivel del mar. En altura la densidad del aire es menor
y el pardmetro o es también menor, lo que implica que es menor la pérdida
energética por rozamiento con el aire.

5.3 Movimiento en torno al equilibrio. Movimiento armoénico
simple

5.3.1 La fuerza del oscilador arménico

En la anterior seccién hemos visto que los minimos de la energia potencial
corresponden a posiciones de equilibrio estable de los sistemas mecanicos.
En un minimo la fuerza es nula y, al separarse el sistema de él debido a
una perturbacion externa, la fuerza acta en el sentido de devolverlo hacia
la posicion de equilibrio. Cuando la separacion del minimo es pequefia,
cualquier curva de energia potencial puede aproximarse localmente (en la
proximidad del minimo) por una parabola, para el caso de una sola dimension.
Si resolvemos la ecuacién del movimiento para este caso, el resultado sera
aproximadamente valido cualquiera que sea la forma de la curva, con tal de
gue no nos alejemos mucho del minimo. Escogiendo el origen de coordenadas
en el punto de equilibrio (el minimo de la energia potencial) y tomando por
convenio como origen de energias el valor de la energia potencial en ese punto,
es decir, U (0) = 0, resulta:

U(x)= %kxz (5.14)
d?U (x)

donde k = {
dx

} se llama constante de recuperacion y tiene dimen-
siones: x=0

[K] = [energia]L? = [F] L = MT 2

pudiéndose expresar en Nm?, o bien en kg - s2. En esta aproximacion susti-
tuimos la energia potencial U (x) por la parébola (5.14), lo que s6lo puede dar
resultados validos cuando el movimiento no se aleja mucho del minimo. De la
energia potencial (5.14), se deriva una fuerza:

du _

F=-—=—kx _
- (5.15)
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y ambas expresiones se conocen como energia potencial y fuerza del oscilador
armonico. Laexpresion (5.15), que establece laproporcionalidad entre laseparacion
del equilibrio y la fuerza que ésta genera, es muy general y se conoce, en el &mbito
de las deformaciones elasticas de los materiales, como ley de Hooke.

La energia total, que se conserva, sera, por lo tanto:

E=E, +U = %mv2 + % kx? (5.16)

Xp A X

Fig. 5.15. Energia potencial de un oscilador arménico. Para el caso en el que el oscilador
se mueva con una energia total E, existen dos puntos de retormo, x = £ A, que corresponden
al caso en que la energia sea puramente potencial, E=U(x A), y la energia cinética igual a
cero. Para cualquier punto x, situado entre los puntos de retorno, la energia tiene una com-
ponente cinética y otra potencial.

Notese que la forma del potencial, en este caso, implica que todos los
movimientos serdn finitos y el moévil no podra separarse indefinidamente del
punto de equilibrio. Dada la simetria alrededor del punto x = 0, habra dos
puntos de retorno situados en x =+A, para los que la velocidad se anulara, y
que deberan satisfacer la ecuacion:

E :0+lkA2
2

_ [2E
A= \FT (5.17)

A la cantidad A se le llama amplitud del movimiento y, de la inspeccién
de la curva de la energia potencial, se concluye que el movimiento de un
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sistema alrededor de una de sus posiciones de equilibrio sera oscilatorio
entre los dos puntos de retorno.

Observacion. Muelles. Un ejemplo macroscopico habitual de fuerzas
proporcionales (y de sentido contrario) al desplazamiento, del tipo (5.15), lo
tenemos en los muelles. Cuando sujetan a un cuerpo en posicion horizontal,
el equilibrio se encuentra en una posicion que corresponde a la longitud del
muelle en reposo, pero si desplazamos el movil de forma que el muelle se
alarga o se acorta, entonces éste ejerce una fuerza sobre el cuerpo siempre
en el sentido de llevarlo a la posicion de equilibrio y tanto mas grande cuanto
mayor es la separacion de dicha posicion.

i — kx
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-«
X 0 F X
a) b)

Fig. 5.16. a) Muelle en situacion de reposo. La masa m se encuentra en situacion de
reposo en el minimo de la energia potencial.
b) Se ha perturbado el estado de equilibrio alargando el muelle y llevando la masa m a
otra posicién. EI muelle ejerce sobre la masa una fuerza que tiende a restaurar el equilibrio
generando un movimiento oscilatorio alrededor de dicha posicién de equilibrio.

Puesto que el potencial armonico es una aproximacion cerca del
equilibrio de cualquier curva de energia potencial, todo sistema, aunque no
sea el caracteristico arrollamiento metalico de un muelle, o un fragmento de
caucho, se comporta de forma analoga a un muelle en las proximidades de
un estado de equilibrio estable. De hecho, todos los materiales responden a
este “comportamiento eldstico” dentro de un margen, tal como se vera con
mas detalle en el capitulo 16.

5.3.2 El movimiento oscilatorio simple

A partir de la forma de la fuerza (5.15), podemaos aplicar la segunda ley de
Newton y encontrar la ecuacion del movimiento:
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d?x
m—-=F = —kx 5.18
e (5.18)

cuya solucion general tiene la forma:
X(t) = Asen(w,t + @) (5.19)

donde A'y ¢ son constantes que se ajustan con ayuda de las condiciones
iniciales, llamadas amplitud y fase, respectivamente. Por su parte, «, es un
parametro llamado pulsacion, que no depende de las condiciones iniciales
sino de las propiedades intrinsecas del oscilador, k y m. En efecto, a partir
de la expresion (5.19) encontramos que:

. d°x(t) _ . d [ Aw, cos(w,t +¢)]

e ] = —mAw? sen(o,t + @) = —ma. x(t)
X

que es, precisamente, la ecuacion (5.18), con la condicion de que:

k
Wy = | —
® \m

Los parametros A Y ¢ se obtienen a partir de las condiciones iniciales,
X, Y V,, de la siguiente forma:

X, = X(0) = Aseng (5.20)
V, =X (0) = @ Acos¢ (5.21)
de donde:
VZ
A= x5 +-% (5.22)
0
tgp = 2% (5.23)

0

De la ecuacion (5.19) se sigue que la velocidad de la particula es:

v(t) = % = w,Acos(w,t + @) (5.24)
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por lo que, sustituyendo en la expresion de la energia total (5.16), queda:
E= % M. A*cos(wyt + @) + % Mo, A? sen® (ot + @) = % mo,A*>  (5.25)

Vemos en esta Ultima expresion, a partir de la dependencia explicita con
el tiempo de la posicion y la velocidad, que la energia total no depende del
tiempo y es, por tanto, una constante del movimiento. La energia cinética
si que varia a lo largo del movimiento, lo mismo que la energia potencial,
pero su suma permanece constante. El valor maximo de la posicion se obtiene
cuando la funcion seno de la expresion (5.19) vale 1, y su valor minimo cuando
vale -1, es decir:

—-A<x<A

y estas posiciones maxima y minima corresponden a los puntos de retorno,
tal y como se habia avanzado en (5.17). Justamente en estos puntos, en los que
la funcigﬁn sen (w,t +¢) esigual a +1, cos (w ¢ + ¢) = 0, lo que implica que
la velocidad se anula.

Durante su movimiento, hay una continua conversion de energia cinética
en potencial en el oscilador armonico y viceversa. Cuando éste pasa por el
origen, su posicion es cero, lo que implica que su velocidad es maxima, pero
segun va aproximandose al punto A, la fuerza arménica lo va decelerando
y pierde velocidad al tiempo que gana energia potencial, hasta que, cuando
llega a A, se detiene totalmente y toda su energia es potencial (almacenada
en el muelle o en el dispositivo que actUe sobre el cuerpo). A partir de ese
momento, la fuerza armonica lo lleva hasta el origen de nuevo, convirtiendo
la energia potencial en cinética, cuyo méaximo se produce al pasar de nuevo
por el origen en sentido contrario. EI mismo fenémeno se repite ahora hasta
llegar al punto —4 y volver al mismo estado de partida.

Justamente, cada cierto tiempo, el oscilador ocupa la misma posicion y la
misma velocidad, es decir, pasa por el mismo estado. Ese intervalo de tiempo
recibe el nombre de periodo, T, y es tal que hace que el argumento del angulo
que aparece en las expresiones de la posicion y la velocidad cambie en 27z
radianes, en cuyo caso, ambas funciones trigonométricas toman el mismo
valor:

o,t+T)+o=ot+¢+2r7

T= 2—7[ (5.26)
Wy



250 Fundamentos fisicos de los procesos biologicos

El inverso del periodo, llamado frecuencia, f, es el nimero de oscilaciones
completas por unidad de tiempo:

1
f:?-% (5.27)

o

y tiene dimensiones de s, siendo el hercio, u oscilacién por segundo, su
unidad en el Sistema Internacional (Hz):

1Hz=1s"

A veces, ademas de la fuerza armdnica, actla sobre el cuerpo una fuerza
constante. Es el caso de un muelle colgado de un punto que sujeta un cuerpo
sometido a la fuerza de la gravedad a la vez que a la del muelle. Si llamamos
F, alafuerza constante, es facil demostrar, a partir de la ecuacion de Newton
correspondiente, que el cuerpo ejecuta un movimiento armonico simple, con
la misma frecuencia que si no hubiera fuerza constante, pero alrededor de un
nuevo punto de equilibrio, desplazado del punto de equilibrio previo en una
cantidad x, tal que:

F
X, =2
k
es decir, la ecuacion del movimiento es:
X =X, + Asen(w,t + @)

Notese que la nueva posicion de equilibrio corresponde a la situacion en la
que la fuerza arménica contrarresta exactamente la fuerza constante:

F,—kx, =0

5.3.3 Oscilaciones amortiguadas, oscilaciones forzadas y resonancias

En el mundo real, los sistemas macroscopicos oscilantes estan sujetos
a fuerzas de friccion con el entorno que disipan energia, disminuyendo
progresivamente la amplitud de las oscilaciones. Se trata del fendmeno del
amortiguamiento. Un oscilador que se mueve en un medio con friccion, que es
lo que observamos en la experiencia cotidiana, oscila de forma que la amplitud
va disminuyendo de forma exponencial hasta llegar asintéticamente al reposo.
Para el caso de una fuerza de rozamiento proporcional a la velocidad, F, =—4v,
del tipo de las que ya vimos en el capitulo 3, puede demostrarse que laamplitud
de las oscilaciones decrece con el tiempo en la forma:
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_By
A(t) = Ae 2m

donde A es la amplitud inicial de la expresion (5.17). Puede haber casos en
los que el rozamiento es tan grande que el oscilador ni siquiera complete una
sola oscilacion y se mueva lentamente hacia la posicion de equilibrio.

Ejemplo. Hay insectos que, para aumentar la frecuencia de oscilacion de
sus alas, poseen estructuras elasticas de resilina en la articulacion de las alas.
Estas estructuras actuan como muelles que se deforman mediante la accién
de un masculoy vibran, con su frecuencia propia de oscilacion, generando asi
el movimiento de las alas. Mientras no hay una nueva contraccion muscular,
las alas se comportan como osciladores con un movimiento amortiguado
debido al rozamiento en las articulaciones y con el aire. La frecuencia de las
alas de algunos de estos insectos puede llegar hasta unas 600 oscilaciones
por segundo, es decir:

w, =600x 27 7"

Supondremos que la masa de cada ala es de 10 mg = 10-°kg, y el parametro
B es del orden de 20 s La frecuencia de los impulsos nerviosos de la

fotoneurona que excita el musculo que mueve el ala es, como maximo, de
unos 100 por segundo, lo que implica que entre cada dos de ellos consecutivos
transcurre una centésima de segundo. En esa fraccién de tiempo se producen
6 oscilaciones libres amortiguadas en las que la amplitud va decreciendo.
Suponiendo que, inmediatamente despuées de una contraccion muscular, la

amplitud de la oscilacion es A, al cabo de 10 segundos, justo antes de que
se produzca la siguiente contraccion, la amp(fltud habra disminuido hasta:

_ By

720><i 0.2
Ae ™ = Ag 100 = A ~(,82A

Es decir, durante las seis oscilaciones debidas Unicamente a la fuerza
armonica desarrollada por la estructura de resilina, la amplitud del
movimiento de las alas se ha reducido en casi un 20 por ciento. Una vez
transcurrido este lapso de tiempo, un nuevo impulso muscular vuelve a tirar
de la estructura elastica y recupera la amplitud de oscilacion original.

Consideremos ahora el caso de un oscilador armonico con friccion
sometido, ademas, a una fuerza externa que varia periédicamente con el
tiempo. En ese caso, el movimiento es la suma del movimiento propio de
oscilacion mas el inducido por la fuerza externa. El primer término contiene
la exponencial decreciente que se deriva de la presencia de la fuerza de
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friccion, su valor decrece con el tiempo y se anula asintéticamente. Por el
contrario, el segundo término, asociado a la presencia de la fuerza externa
periddica, de frecuencia igual a la de dicha fuerza externa, tiene una amplitud
constante y, a la larga, es siempre el dominante. En consecuencia, una vez
transcurrido el tiempo necesario para que el primer término sea despreciable,
un oscilador amortiguado sometido a una fuerza externa periodica describe
un movimiento armonico simple con la frecuencia de la fuerza externa y
una amplitud fija, no dependiente de las condiciones iniciales. ES lo que
ocurre, por ejemplo, cuando se empuja un columpio con una fuerza periddica.
A partir de un cierto instante, el columpio oscila con una frecuencia igual
a la de la fuerza externa y no la propia de su oscilacion libre. Por eso este
fendmeno se conoce como oscilaciones forzadas.

Puede demostrarse que la amplitud de las oscilaciones forzadas varia
enormemente en funcion de la frecuencia de la fuerza externa. Para un
cierto valor de la frecuencia externa, la amplitud de la oscilacion forzada
es maxima, y recibe el nombre de frecuencia de resonancia, mientras que
tiende a cero para valores muy distantes de dicha frecuencia de resonancia. En
particular, cuando el rozamiento es pequefio, la frecuencia de resonancia es
aproximadamente igual a la de oscilacion libre del oscilador. Este fenomeno,
de acoplamiento entre el oscilador y la fuerza externa de forma que,
para una cierta frecuencia de esta ultima, se optimiza la amplitud del
movimiento resultante, se conoce de forma general con el nombre de
resonancia.

Justamente, cuando se empuja un columpio con una fuerza periddica, éste
oscila con una amplitud méaxima cuando la frecuencia de la fuerza externa es
la de resonancia, que, en el caso de rozamiento pequefio, es muy proxima a la
frecuencia de oscilacion propia del columpio oscilando libremente.

El fendmeno de resonancia es universal debido a que todo sistema en las
proximidades del equilibrio se comportacomoun oscilador. Las perturbaciones
periddicas externas sobre dicho sistema se traducen en oscilaciones forzadas
cuya amplitud es enormemente dependiente de la relacion entre la frecuencia
de dicha perturbacion y la propia del sistema. La respuesta de éste es
marcadamente intensa justamente cuando se produce la resonancia.

En el caso del columpio, la resonancia se busca instintivamente ajustando
la frecuencia del impulso externo para que la amplitud de la oscilacion sea
méaxima. El vidrio de una ventana o de una copa es un sistema que oscila
alrededor de su posicion de equilibrio debido a multiples influencias externas.
El motor de un coche o el canto de una persona genera vibraciones e impulsos
sonoros que actuan como una fuerza periddica externa sobre el cristal v,
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cuando su frecuencia es la de resonancia, las oscilaciones del cristal resultan
amplificadas, fendmeno que es directamente audible en el caso de las ventanas
y, si superan el limite de rotura, acaban rompiéndolo. En la sintonizacion de
los aparatos de radio lo que se hace es modificar, mediante el sintonizador, la
frecuencia de oscilacion de un sistema electromagnético de forma que entre
en resonancia con una de las muchas ondas de radio que capta su antena,
justamente la que tenga una frecuencia igual a la de resonancia, y puede, asi,
amplificarla. Al mover el sintonizador se varia la frecuencia propia y, por lo
tanto, se selecciona la frecuencia de la onda externa que entra en resonancia
con el sistema. Todas las demas generan sefiales demasiado débiles para
oirse.

En el capitulo 22 veremos que en el oido de los animales existen drganos
vibrétiles que entran en resonancia con ondas sonoras externas de frecuencias
bien determinadas. Solo en el caso de interaccionar con una de éstas, la
amplitud de la oscilacion es suficiente para que se excite una fibra nerviosa
y se mande un impulso a través del nervio auditivo. El sonido se capta, asi,
como una superposicion de impulsos asociados a frecuencias diferenciadas.

5.4 Apéndice - Calculo de la potencia muscular especifica

Puede estimarse la potencia muscular maxima a partir de la formula de
Hill de la fuerza en funcion de la velocidad (ver el capitulo 2):

1—
VM

®1+bv

sabiendo que el maximo de potencia se produce cuando el musculo se contrae

a una velocidad del orden de % de la velocidad maxima. En efecto, la potencia
sera:
v
1-——
VM
1+bv

P=Fxv=Fyv (5.28)

Que, como sabemos, se anula parav = 0y v =v, Yy tiene un maximo
en un punto intermedio cuya posicion exacta depende del parametro b. Si
imponemos ahora que, de acuerdo con las observaciones experimentales,
el méaximo se produce para v~0,2v,,, podemos fijar b. EIl maximo de P
se calculara sabiendo que su derivada respecto la velocidad se anula en ese
punto:
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-2 ya- Yy
dP—F Vy, V| _

v % 1+bv o (Lrbv)? [

Simplificando, obtenemos:
bv? +2v-v,, =0
y despejando v:

V= % (5.29)

El maximo de la potencia se alcanza, por lo tanto, para el valor de v dado
por la ecuacion (5.29). Haciéndolo igual a 0, 2v,, y despejando b, tendremos:

1+bv, -1
&;012\%
b
b= 15
VM

Puede ahora verificarse que la velocidad dada por la expresion (5.29), con
15

b ==, es efectivamente igual a 0,2v,,. Calcularemos ahora el valor maximo
v
de la hpgotencia:
P, = F,x0,2v,, _ 1702 5 o04x F, XV,
1+=—x0,2v,,
VM

La potencia méaxima por unidad de masa muscular sera:
Pu_Fu _004FR Y,
m pV p S |
donde P es ladensidad del muasculo, que tomaremos igual a la del agua, y Vel
volumen, igual al producto de la seccion por la longitud. Tomando los valores
ya conocidos para la fuerza maxima de unos 300.000 N/m? y la velocidad de

contraccion maxima, para masculos de fibra lenta, de unas 5 longitudes por
segundo, resulta:
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P, 0,04

‘m 1000 kg / m?
que es el valor promedio medido experimentalmente.

x3x10°N /m*x5s"=60W /kg

5.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.1 Sobre un cuerpo actda una fuerza F = (x*+y”)i+2xy].
Hallar el trabajo efectuado por la fuerza al moverse el cuerpo del punto (0,0)
al punto (2,4) en el plano XY siguiendo las siguientes trayectorias:

1. A'lo largo del eje X desde (0,0) hasta (2,0) y desde este ultimo punto
hasta el (2,4), paralelamente al eje Y.

2. Alo largo del eje Y desde (0,0) hasta (0,4) y desde este Gltimo punto
hasta el (2,4), paralelamente al eje X.

3. A'lo largo de la recta que une los puntos inicial y final.
4. Alo largo de la pardbola y = x2.

5. Encontrar la energia potencial de la que deriva esta fuerza.

Sol.: 1), 2), 3), 4) W =%J; 5) U :%x3+xy2

Ejercicio 5.2 Una persona salta sobre un trampolin que esta a 5 m de
altura sobre el nivel de la piscina con una velocidad ascendente de 3 m/s.
Calcular: a) la altura maxima que alcanza su centro de gravedad sobre
el trampolin, y b) la velocidad con la que toca el agua, suponiendo que la
distancia entre el centro de gravedad y las manos es de 1 m en la posicion en
la que se sumerge.

Sol.:a)h=46 cm; b)v=93m/s

Ejercicio 5.3 Un esquiador se desliza en un llano con una velocidad de
15 m/s. La pista tiene un tramo ascendente de 50 m de largo con un desnivel de
4 m. Calcular la velocidad al final de la rampa, a) para el caso sin rozamiento,
b) suponiendo que el coeficiente de rozamiento dindmico entre los esquies y
la nieve es de 0,1. Si la rampa continGa con la misma pendiente, calcular: c)
la distancia al cabo de la cual el esquiador se detendra.

Sol.. ayv=12m/s; byv=70m/s; c)jd=64m
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Ejercicio 5.4 Un automdvil de 1.000 kg que se mueve a 30 m/s inicia la
subida de una cuesta en punto muerto y recorre 150 m antes de detenerse.
Suponiendo que la subida tenga una pendiente del 7 por ciento, ¢cuél es el
coeficiente de rozamiento con el suelo suponiendo que el rozamiento con el
aire es despreciable?

Sol.. u=0,24

Ejercicio 5.5 Un saltador de pértiga llega al punto en el que inicia el salto
con una velocidad de 10 m/s. Suponiendo que la pértiga permite transformar
energia cinética en potencial sin ninguna pérdida, calcular la altura maxima
sobre la que puede pasar. Se supondra que el centro de gravedad estda 1 m
de altura sobre el suelo en el momento del despegue, que la masa de la
pértiga es despreciable frente a la del cuerpo del atleta, que la técnica de
salto le permite superar el liston aun cuando su centro de gravedad esté
20 cm por debajo y que es necesaria una velocidad residual para poder pasar
sobre el liston de 1 m/s.

.
1 [] " €
4

Sol.: h=6,25m

Ejercicio 5.6 La central hidroeléctrica de Aldedvila, en el rio Duero,
tiene una potencia instalada de 1.140 MW y produce, por término medio,
2.500 GW/h de energia al afio. La altura del salto de agua que sirve para
transformar la energia potencial del agua embalsada en energia eléctrica es
de 140 m:

1. Calcular la potencia media anual realmente desarrollada.

Fig. 5.17. Saltador de pértiga.

2. Calcular el caudal de agua que cae cuando esta funcionando a la maxima
potencia

Sol.: 1) P,... =285 MW, 2) Caudal maximo = 830 m3/s

edia
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Ejercicio 5.7 Calcular el trabajo que hace una fuerza horizontal para
arrastrar un cuerpo de 10 kg de masa a lo largo de 10 metros, con velocidad
constante, sobre una superficie con un coeficiente de rozamiento dinamico
u=0,6.

Sol.: W =588 J

Ejercicio 5.8 Se arrastra la misma masa que en el problema anterior
con una fuerza que tira de ella y forma un angulo de 30° con la horizontal.

Calcular de nuevo el trabajo de la fuerza al desplazar el cuerpo a velocidad
constante a lo largo de 10 m (ver figura 5.18).

mg

Fig. 5.18. Desplazamiento horizontal de un cuerpo por una fuerza oblicua.

Sol.: W =436 J

Ejercicio 5.9 Sobre una particula actia una fuerza que deriva de la
siguiente energia potencial:

U(x)=3x"-x°
1. Trazar el grafico de U (x).

2. Determinar la direccion de la fuerza en los intervalos apropiados de la
variable x.

3. Analizar los posibles movimientos de la particula para diferentes valores
de su energia total.

4. Hallar las posiciones de equilibrio.

Sol.:2) [-»,0]>F>0; [0,2]>F<0; [2,%]>F>0

3) E >4 — infinito; E <4 (-1<x<2) - finito; E < 4 (x > 2) — infinito
4) x =0, estable; x = 2, inestable

Ejercicio 5.10 Un cuerpo de 1 kg de masa se halla pendiente de un hilo
sin masa de longitud igual a 1 m y sujeto por el otro extremo. Lanzamos
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horizontalmente un proyectil de 20 g de masa que choca con el cuerpo y
queda incrustado en él. Utilizando la conservacién del momento en el choque,
calcular: a) la velocidad minima del proyectil para que, tras el choque, el
conjunto describa una circunferencia en el plano vertical; b) la energia que
se pierde en el momento del choque y se disipa en forma de calor.

Ayuda: el cuerpo debe llegar a la posicion mas elevada con una velocidad
suficiente como para que la fuerza centrifuga compense su peso y el hilo siga
tenso.

Sol.: @) v =357 m/s; b) 1.250 J = 98 por ciento de la energia incidente.

Ejercicio 5.11 Una bala de plomo incide sobre una superficie rigida de
acero. Sabiendo que el calor especifico del plomo es 0,03 calorias por gramo
y por grado, y que la temperatura de fusion es de 327 °C, calcular la velocidad
con que tiene que incidir para que se funda suponiendo que el 90 por ciento
de la energia de colision es absorbida por la bala en forma de calor (la
temperatura ambiente es de 20 °C).

Sol.: v=292m/s

Ejercicio 5.12 Un lanzador de peso necesita imprimir a la bola, que tiene
una masa de 7 kg (y al antebrazo y mano, que supondremos con una masa
igual a 2,3 kg) una velocidad de 14 m/s. Sabiendo que la velocidad del tronco
en el momento de lanzar es de 3 m/s y que la distancia a lo largo de la cual
el musculo extensor empuja al antebrazo y peso es de 90 cm, calcular: a)
el trabajo realizado por dicho masculo, b) la fuerza que ha debido ejercer
a lo largo de la distancia de aceleracion, c) el radio del mdsculo extensor
(recordar que la fuerza muscular es del orden de 30 N/cm?).

Sol.: @ W=870J; b) F=966 N;c) r=32cm

Ejercicio 5.13 Unavionvolando a velocidad uniforme v debe contrarrestar
una fuerza de rozamiento proporcional al cuadrado de la velocidad

S 1
(recuérdese que una fuerza de ese tipo tiene la forma F; = ECApvaz).

Suponiendo que la potencia de los motores permanezca constante y que esta
volando a una altura en que la densidad del aire es p,, calcular: a) la relacion
que existe entre la velocidad en aire con una densidad distinta y la velocidad
y densidad iniciales, b) suponiendo que la densidad del aire varia con la
altura de acuerdo con la expresion p = p e°3¢%), donde z y z, se expresan
en kilémetros, calcular la velocidad a que se movera si el avion vuela 5 km
mas alto.
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L
3
Sol.: @) vz(%} Vo; b)) v=1,24y,

Ejercicio 5.14 ;Cual es la velocidad de consumo de oxigeno durante el
suefio suponiendo una potencia metabdlica de 80 W?

Sol.: VO,=4mlO,/s = 14,410 /hora

Ejercicio 5.15 Una persona de 70 kg sube un tramo de escalera de
10 m de altura en 25 s. { Qué energia metabdlica ha consumido y qué potencia
metabdlica ha debido desarrollar? (Témese una potencia metabdlica base
igual a 160 W y un rendimiento muscular del 25 por ciento).

Sol: E=30.720J; P=1230W

Ejercicio 5.16 La potencia mecanica de un ciclista pedaleando a una
velocidad constante de 6 m/s es de 130 W.

1. ¢Cual es la fuerza de rozamiento ejercida por el aire y la carretera?

2. Si se inclina y adopta una posicion mas aerodinamica, de forma que la
fuerza de rozamiento disminuye en un 20 por ciento, ¢qué velocidad alcanzara
con la misma potencia?

3. Si la potencia metabolica base es de 160 W'y el rendimiento muscular
es del 25 por ciento, ¢cuél es la velocidad de consumo de oxigeno?

Sol: 1) F=22N;2)v=75 m/s; 3) vo, =34 ml O,/s =122 1 O /hora

Ejercicio 5.17 Un escalador de 70 kg asciende por una pendiente hasta
alcanzar un desnivel de 1.200 m en 4 horas:

1. Calcular la potencia mecanica necesaria para cubrir ese desnivel.

2. Suponiendo que para caminar en llano necesita una potencia metabdlica
de 240 W y que el rendimiento muscular es del 25 por ciento, calcular la tasa
metabdlica total.

3. Si 100 g de cereales de desayuno proporcionan 380 kcal de energia,
¢qué cantidad de cereal debe ingerir para cubrir las necesidades energéticas
de la ascension?

Sol.: 1) P =57 W; 2) P = 468 W; 3) 424 g

Ejercicio 5.18 Consideremos un muelle con una constante de recuperacion
k = 500 N/m, que sujeta un cuerpo de masa m = 5 kg. En el instante inicial
se separa dicho cuerpo de la posicion de equilibrio una distancia igual a
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5 cm. Encontrar pulsacion, periodo y frecuencia de la oscilacion, asi como su
energia total. Escribir la ecuacion del movimiento.

Sol.: @, =10s™;T =0,63s; f =1,6 Hz; E =0,625 J; x(t) = 0,05c0s(10t) m

Ejercicio 5.19 Demostrar que promediando a lo largo de un periodo, el
valor medio de la energia cinética de un oscilador armonico es igual al de la
energia potencial e igual a la mitad de la energia total.

Ayuda: calcular lJ.TEcmdt = lJ'Tlmvzdt y lo mismo para la energia
potencial. T T2

Ejercicio 5.20 Una particula de masa m = 100 g esta sujeta a un muelle
colgado verticalmente. El otro extremo del muelle esta fijo al techo. Si el
muelle tiene una constante de recuperacion k = 20 N/m y longitud natural
(cuando esta en equilibrio sin peso alguno) |, = 10 cm:

1. ¢Cudl es la posicién de equilibrio?

2. Calcular el periodo de oscilacion.

3. Escribir la ecuacién del movimiento suponiendo que éste sea solo vertical

4. Si el muelle se estira mas all4 de la posicion de equilibrio en una longitud
igual a IZO y desde el reposo se deja oscilar a la particula, ¢qué velocidad

méaxima alcanza ésta?

Sol.: 1) z,=-14,9cm; 2) T=0,44 s; 3) z(t) = —0,149 + Asen (14,2 t + ¢);
4)v,,=0,35m/s

Ejercicio 5.21 Un pajaro de 100 g de masa se posa sobre un cable tenso.
¢Cual es su frecuencia de oscilacién sabiendo que, cuando esta en reposo, el
punto en el que se encuentra el pajaro ha descendido 5 cm desde la posicion
que ocupaba cuando no soportaba ningln peso?

Sol..v=2,2¢"

Ejercicio 5.22 El amortiguador de un coche de masa igual a 1.000 kg
tiene una constante de recuperaciéon k = 10° N/m. A causa de un bache, se
comprime 10 cm y el coche oscila verticalmente. Calcular:

1. La frecuencia de oscilacion sin amortiguamiento

B

2. La constante de amortiguamiento — necesaria para que, tras una

oscilacion, la amplitud se haya reducido a 1 cm (supdngase que la fuerza de
rozamiento en el amortiguador es proporcional a la velocidad).
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Sol.: 1) v, =1,657"; 2) P - 0,34, =3,4s™
2m
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Capitulo 6. Leyes de escala en los
seres vivos

6.1 Tamaiio y forma

Encontramos entre los seres vivos una enorme variedad de formas y
tamafios. Ambas caracteristicas son importantes y, en particular, el tamafio
es un parametro fundamental en la estructura y funcién de un organismo, asi
como para su propia supervivencia. Todos los seres vivos estan sujetos a
las leyes del mundo fisico, tales como la accion de la gravedad, la difusién
y transporte de calor, las propiedades elésticas de los materiales, la dinamica
de los movimientos, la tension superficial y otras, algunos de cuyos condi-
cionamientos no pueden, como veremos, satisfacerse para cualquier
forma o tamafio. La imaginacion de los escritores ha generado desde
tiempos inmemoriales toda clase de gigantes, pulgarcitos y liliputienses de
formas y funciones similares a las humanas, pero veremos en este capitulo
que no es tan facil conservar las funciones vitales de un organismo cuando
se extrapolan sus dimensiones: su configuracion corporal, su medio de vida,
su metabolismo, su reproduccion y el resto de las funciones vitales cambian
profundamente con el tamafio.

La forma, por su parte, es con frecuencia una funcion del tamafio. Como
también veremos, las patas de una ardilla o de una vaca no pueden tener
la misma estructura debido a la distinta masa de estos dos animales, ni
tampoco el tallo de una planta de trigo puede tener la misma proporcion
respecto de su altura que un arbol. El exoesqueleto es una solucion adecuada
para mantener la forma y proporcionar la rigidez necesaria para que los
musculos generen trabajo mecanico en animales de dimensiones reducidas,
pero sus prestaciones son muy mediocres cuando el tamafio aumenta y ha
sido necesario que aparezca el endoesqueleto para que existan animales de
grandes dimensiones. En una ameba es posible que el oxigeno se difunda
directamente hasta llegar a sus mitocondrias para oxidar a los nutrientes, pero
ese mismo mecanismo es inviable para animales grandes y complejos que

263
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han debido recurrir a la circulacién de un fluido, la sangre, para transportar
dicho gas.

Hay formas que son posibles para un tamario determinado, pero dejan
de serlo para un tamafio superior o inferior, por lo que se han producido
discontinuidades en el disefio de los organismos. Estos han debido cambiar
evolutivamente forma y tamafio, conjuntamente, para ser viables.

En la historia de los seres vivos, los tamafios grandes han aparecido
tardiamente. Los primeros organismos eran microscopicos y una gran parte
de los existentes hoy siguen siendo muy pequefios. Junto a éstos han aparecido
en el curso de los ultimos cientos de millones de afios organismos cada vez
mayores, de forma que puede detectarse, con caracter general, una tendencia al
aumento en las dimensiones de los seres vivos méas grandes en cada momento
de la historia de la vida.

.———f
Al aU=e
9;11 »:@ifgm 'ﬂ Hi\i&\mf::» Q Iu** ; 'l’;i“

Hyracotherium Mesohippus Merychippus

s r&_rs..-__'!ﬁ,ﬂ s

Fliohippus

Fig. 6.1. La evolucion del caballo a lo largo de 60 millones de anos. Ademas de modifi-
carse la estructura del pie, se ha producido un aumento progresivo del tamafio. Life Nature
Library (1964).

Ese volumen creciente no se ha conseguido aumentando el de cada
célula individual, sino aumentando su numero y variedad. En efecto,
las células que conforman todos los seres vivos son, con contadas excep-
ciones de organismos unicelulares, de dimensiones similares en todos ellos,
desde las pulgas a las ballenas, entre 10 m y 10° m (el cuerpo de las
neuronas tiene también este tamafio aproximado, aunque algunas de ellas
posean extensiones filiformes del citoplasma, llamadas axones, que llegan a
medir centimetros y hasta metros). Los animales grandes necesitan realizar
muchas funciones y muy complejas, lo que implica la especializacion
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celular y el agrupamiento de células en tejidos con funciones y estructura
especificas. Asi, el aumento de tamafio exige normalmente un aumento de
complejidad, en el sentido de una mas grande variedad y especializacion
celular, y, al tiempo, lo hace posible al permitir que un nico organismo esté
formado por enormes cantidades de células. Los mamiferos grandes, del
tamafio humano o superior, tienen billones de células pertenecientes a mas
de un centenar de clases distintas.

Sin duda, el tamafio puede ser adaptativo y de ahi su variabilidad evolu-
tiva. Por ejemplo, suele haber diferencias entre el tamafio de una especie con-
tinental y el de otra emparentada que ha evolucionado de forma auténoma
en una isla. Ser grande puede tener ventajas en la competencia con otros
organismos por recursos del entorno (piénsese, por ejemplo, en la ventaja
que supone para un arbol ser alto y recibir los rayos solares sin que la copa
de ningudn otro le haga sombra). Al mismo tiempo, requiere una cierta esta-
bilidad ambiental debido a la gran cantidad de recursos externos que se han
de consumir de forma continua. Por eso, ser grande puede también tener
inconvenientes, especialmente en momentos de crisis en los que cambian las
condiciones del medio. En todos los cambios profundos y repentinos suce-
didos en la historia de la Tierra, son los organismos mas pequefios los que
han contado con mayores posibilidades de supervivencia, lo que probable-
mente explica que en la extincion masiva que tuvo lugar hace 65 millones de
afios, sobrevivieran los dinosaurios méas diminutos, los que ya se habian con-
vertido en aves o estaban en camino de hacerlo, y también los microorgan-
ismos, los artropodos y los mamiferos, que en aquella época eran animales
de las modestas dimensiones de un ratén, acostumbrados, ademas, a salir
adelante en las dificiles condiciones creadas por la existencia de animales
mucho mas poderosos.

El limite inferior de las dimensiones de un ser vivo viene dado por el
tamafio de las moléculas complejas en las que se basa el metabolismo y
la reproduccion, es decir, el tamafio de proteinas y acidos nucleicos, pero,
en realidad, el tamafio minimo de un organismo auténomo debe ser muy
superior ya que la vida requiere la interaccion de muchas de estas moléculas.
Un virus no se considera un organismo auténomo; es un simple aglomerado
de material genético que necesita parasitar el mecanismo metabolico de una
célula para poder multiplicarse. Los organismos mas pequefios conocidos
capaces de realizar las funciones metabdlicas y reproductivas por si mismos
son los micoplasmas, algo mas grandes que los virus pero mas pequefios que
las bacterias; por ejemplo, el Mycoplasma pneumoniae tiene una masa de tan
s6lo 107 kg y un tamafio del orden de 10° m = 1 um.
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Fig. 6.2. (a) Microfotografia de transmisién de una seccién delgada del Mycoplasma
pneumoniae.

Este microorganismo tiene unadotacion genéticade entre 500y 1.000 genes,
mucho menor que la de la bacteria Escherichia Coli, por ejemplo, pudiendo
codificar tan s6lo unas 700 proteinas. Se considera que un organismo de este
tamafo y nivel de complejidad es el minimo imprescindible para poseer la
capacidad de replicarse autbnomamente.

Como veremos mas adelante, existe también un tamafio méximo para los
organismos terrestres, siendo muy superior el limite en el caso de los acuaticos
debido a la sustentacion en el agua. Asi, el animal mas pesado en toda la
historia de la Tierra es la ballena azul, con mas de 100 toneladas (10° kg),
mientras que el animal mas grande con un modo de vida completamente
terrestre ha sido probablemente el Baluchitherium, un pariente ya extinto del
rinoceronte, con una masa del orden de 30 toneladas, es decir, unas cinco a
seis veces mas pesado que el elefante africano. Los mas grandes dinosaurios
conocidos, los Braquiosaurios, llegaron a pesar unas 80 toneladas y se piensa
que vivian en un medio semiacuatico.
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Fig. 6.3. Tamafios relativos de los animales mas grandes conocidos, muchos de ellos ya
extintos. McMahon y Bonner (1986).

Entre los vegetales, la secuoya gigante puede llegar a tener una masa diez
veces superior a la de una ballena azul, pero la mayor parte de esa inmensa
mole es tejido muerto en forma de madera (lignina) que sirve para mantener
el arbol erguido. Si tomamos como limites superior e inferior la ballena azul
y el micoplasma, el cociente entre las masas de uno y otro es de 10%, es
decir, 21 6rdenes de magnitud separan el tamafio de ambos seres vivos. Para
hacernos una idea de la enormidad de esta cifra pensemos que una masa 10*
veces superior a la de un elefante equivale a toda la masa de la Tierra. En
la tabla siguiente se dan los 6rdenes de magnitud de la masa y la longitud
caracteristica de unos cuantos organismos.
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Tabla 6.1. Masa y tamaiio de distintos organismos
Organismo Masa Tamano medio
Micoplasma 107 kg 10°m=1um
Bacteria 107" kg 10°m =10 um
Tetrahymena (ciliado) 10 kg 10*m=0,1mm
Ameba grande 107 kg 10°m=1mm
Abeja 10 kg 102m=1cm
Hamster 107 kg 10"m=10cm
Humano 10° kg ~1im
Ballena azul 10° kg 10 m

6.2 Analisis dimensional

Como ya hemos visto, las magnitudes fisicas deben referirse a un con-
junto de unidades definidas de antemano y sus valores so6lo tienen sentido
en funcién de dichas unidades. De todas las magnitudes manejadas hasta
ahora, Unicamente la longitud, el tiempo y la masa son independientes desde
el punto de vista dimensional, pudiéndose expresar todas las demas en fun-
cion de estas tres (podrian tomarse como dimensiones independientes otras
tres magnitudes, por ejemplo la energia, la fuerza y la velocidad, aunque
nosotros seguiremos siempre utilizando como conjunto basico de dimen-
siones la longitud, el tiempo y la masa; lo importante ahora es que, en
ausencia de las interacciones electromagnéticas, sélo hay tres dimen-
siones independientes). Una primera consecuencia de este hecho es que
todas las ecuaciones que relacionan magnitudes fisicas deben ser consis-
tentes desde el punto de vista dimensional; es decir, todos los sumandos
en una expresion, asi como los dos miembros de toda ecuacion deben tener
las mismas dimensiones.

Otra consecuencia es que, en muchos casos, podemos encontrar la
dependencia entre magnitudes fisicas solo a partir de sus dimensiones sin
necesidad de conocer la dinamica subyacente. Por ejemplo, suponiendo que
sepamos que el periodo de oscilacion de un péndulo depende de su longitud
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y de la aceleracion de la gravedad g, aunque no la forma concreta de esta
dependencia, podemos partir de una forma genérica del tipo:

T =kxl®xg" 6.1)

donde k es una constante sin dimensiones, y encontrar los exponentes a y p
para que la ecuacién anterior sea dimensionalmente correcta. En efecto:

[T]=T=LaxLbxT2

de donde se sigue:

a+b=0
-2b=1
. . 1 1 .
y los valores que satisfacen estas ecuaciones son a = > b= 5 Es decir:

T:kﬁ
g

El anélisis dimensional no nos permite conocer el valor de la constante
adimensional k, que en este caso es igual a 2z, pero, sin tener que desarrollar
una teoria para el péndulo, podemos saber que su periodo varia con la raiz
cuadrada de la longitud, de forma que aumentando ésta en un factor 4 aumenta
el periodo en un factor 2, y también que es proporcional al inverso de la raiz
cuadrada de la gravedad, de forma que un péndulo cuyo periodo sea de un
segundo sobre la Tierra oscilaria en la Luna, cuya gravedad es un sexto de la
terrestre, con un periodo igual a J6=2455s.

Si no supiéramos a priori que el periodo es independiente de la masa
podriamos haber introducido un término en m® en la férmula (6.1) y nos
habria resultado que el exponente ¢ es cero, es decir, la independencia de la
masa puede detectarse también a partir del analisis dimensional.

Ejemplo. Encontrar, a partir del andlisis dimensional, la relacion entre
la velocidad de caida de un cuerpo y la altura desde la que se deja caer. La
velocidad no puede depender mas que de la altura, la masa y la aceleracion
de la gravedad, asi que:

v=kxh*xg”xm®

LT = L°L"T **M°® (6.2)

donde Kk es, de nuevo, una constante sin dimensiones. De la expresion (6.2)
deducimos que:

a+b=1
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1=2b
c=0

cuya solucion es a =b == . Es decir,

v=kyhg

Ya sabemos del capitulo 1 que k = V2, pero con ayuda del analisis
dimensional podemos encontrar la dependencia de la velocidad con la altura
y la gravedad y demostrar que no depende de la masa del cuerpo que cae.

N |-

Tienen especial importancia, en la descripcién de los fendmenos fisicos,
las magnitudes sin dimensiones, puesto que su valor es un nimero puro,
independiente de las unidades elegidas. Las mas sencillas son los cocientes
de magnitudes dimensionales, por ejemplo, el angulo (expresado en radianes)
es simplemente el cociente entre el arco correspondiente a dicho angulo y el
radio de la circunferencia, es decir, el cociente entre dos longitudes:

S

a=—
R

A S | S?'

Fig. 6.4. El angulo a = s/R no tiene dimensiones y, por lo tanto, es el mismo en los dos
casos aunque el arco y el radio tengan longitudes distintas en las dos circunferencias de la
figura.

El que una cantidad sea adimensional implica que vale lo mismo indepen-
dientemente del valor de las magnitudes que entran en su definicion, con tal
de que se expresen en las mismas unidades. Otra magnitud adimensional es el
coeficiente de rozamiento estatico u, definido como el cociente entre el modulo
de la fuerza necesaria para mover un cuerpo sobre una superficie solida y el
modulo de la fuerza normal que mantiene unido el cuerpo a la superficie. No
importa tampoco cual sea dicha fuerza normal; la fuerza necesaria para mover
al cuerpo tomara un valor tal que el cociente es una cantidad fija.
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Pueden definirse algunas cantidades sin dimensiones de interés en el mundo
de la biologia. Por ejemplo, la masa del corazén de los mamiferos dividida por
la masa corporal es siempre aproximadamente igual a 0,006 (el 0,6 por ciento)
con algunas desviaciones sélo en el caso de los animales méas pequefios:

Meor — 0,006
M

El periodo de gestacion de un animal en comparacion con la duracion
promedio de su vida resulta ser del 1,5 por ciento aproximadamente (con
la excepcion notable de los humanos en los que el tiempo de gestacion es
del orden del 1 por ciento). Mas adelante veremos muchas otras cantidades
adimensionales que parecen ser constantes en todos los seres vivos o, por lo
menos, en amplias clases de éstos, y que se caracterizan por ser independientes
del tamafio corporal.

Otras cantidades adimensionales ya introducidas en los capitulos prece-
dentes a propdsito del movimiento de los seres vivos y de las fuerzas de
friccion en un fluido son los numeros de Froude y de Reynolds. Ambos son
parametros sin dimensiones cuyo valor es independiente de las unidades en
que expresemos las magnitudes que los definen.

6.3 Leyes de escala

Llamaremos relaciones de escala, o leyes de escala, a la expresion de los
cambios funcionales y estructurales que tienen lugar como consecuencia
de los cambios de tamaiio (cambios de escala) en los organismos. La
estructura de éstos viene caracterizada por un conjunto, en principio muy
numeroso, de parametros, y en este capitulo nos referiremos a las variaciones
de algunos de éstos que resultan especificamente del cambio de escala del
organismo y no de otras causas. Aungue se tiene tendencia a pensar que
cambiar la escala de un sistema no tiene demasiadas consecuencias debido a
gue se mantienen las proporciones entre sus partes, ya desde antiguo se sabe
que no es asi, incluso en los sistemas mas sencillos. Por ejemplo, una cuerda
que crece manteniendo la misma proporcion entre anchura y longitud llegara
a romperse inevitablemente por su propio peso. En efecto, la resistencia a la
rotura depende sélo de la seccién transversal de la cuerda mientras que el
peso depende del volumen, de forma que este Gltimo crece mas rapidamente
que la seccidn vy, tarde o temprano, se llegara al limite de rotura. En los seres
vivos ocurren fendmenos parecidos que obligan a cambiar su organizacion
interna si su tamafio aumenta (o disminuye).
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6.3.1 Relaciones de escala isométricas

Dos cuerpos son semejantes cuando la razén entre las dimensiones
lineales que lo caracterizan es la misma, cualesquiera que sean éstas. Por
ejemplo, dos triangulos son semejantes si la razon entre los lados de uno y otro
es la misma para los tres, lo que implica que también lo es para las alturas, es
decir, los segmentos que parten de cada vértice y son perpendiculares al lado
opuesto, o cualquier otra magnitud lineal que se defina.

-

a) hy

:
, @

Fig. 6.5. Figuras semejantes. a) Triangulos cuyos tres angulos son iguales y cuyos lados
estan en la proporcién 1:2. b) Figuras irregulares semejantes. ¢) Todas las circunferencias
son semejantes porque estan caracterizadas por una sola longitud independiente.

Lo mismo ocurre con dos rectdngulos o dos figuras de forma irregular,
tal como puede verse en la figura 6.5. Dos circulos son siempre semejantes
porque estan caracterizados por una sola dimensién lineal que es el radio. En
tres dimensiones ocurre lo mismo: dos paralelepipedos, por ejemplo, son seme-
jantes si la proporcién entre las longitudes de aristas homologas es la misma
para las tres. Dos esferas son, de nuevo, siempre semejantes porque estan car-
acterizadas por una sola dimensién lineal. A los cuerpos semejantes se les llama
también isométricos, y a la operacion que los relaciona, isometria. Dos perros
con la misma forma son isométricos, del mismo modo que lo son, aproximada-
mente, un caballo percherén y un péney o Gulliver y un liliputiense.

Si la relacion entre las alturas de Gulliver y un liliputiense es de 10, el
que sean isométricos implica que también es igual a 10 la relacion entre
las longitudes de los brazos, piernas u orejas, o entre los diametros de las
cabezas.

Sea k larelacion entre las dimensiones lineales de dos cuerpos isométricos
(k =10 para el caso de Gulliver y el liliputiense). Entonces:
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L, = kL, 6.3
donde L, y L, son longitudes caracteristicas de los dos cuerpos.

Para objetos bidimensionales, por ejemplo, los tridngulos de la figura 6.5,
las areas son:

32:%szhz:%klekhl:kzs1

SZ— 22: 2
b -

La relacion entre las areas es, por lo tanto, igual al cuadrado de la relacion
entre las longitudes; y eso ocurre cualquiera que sea la forma de los cuerpos
con tal de que sean semejantes.

Para cuerpos tridimensionales, como por ejemplo dos cilindros semejantes,
como los de la figura 6.6, las superficies cumplen también esa relacion:

S, =2nR,xh, = 27kR, xkh, = kS,
y la relacion entre volumenes es:

V, =R} xh, = n(kR,)* xkh, = k*V,

3
Vo o [ﬁj = K3 (6.5)
v, L
R =k
hl h'r
. - . R, h
Fig. 6.6. Cilindros semejantes. Ezzi: 2.

La relacion entre volimenes es siempre igual al cubo, y la relacion
entre superficies igual al cuadrado, de la relacion entre longitudes. Asi, si
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aumentamaos el tamario (dimensiones lineales) de un cuerpo en un cierto factor,
conservando su forma, su superficie aumentara como el cuadrado de ese factor
y su volumen como el cubo. Este fendbmeno se suele expresar con la notacion:

Sol? (6.6)
Vo l® 6.7)

Si los cuerpos tridimensionales tienen la misma densidad, entonces las
masas son proporcionales a los volimenes y, por lo tanto, varian como el cubo
de las dimensiones lineales:

m o |

De las ecuaciones (6.4) y (6.5) se sigue que:

2 2
2 3\3 5
s, (L L, v,
y, tomando S, y V, como valores iniciales para un cuerpo cualquiera, resulta

que cuando extrapolamos a tamafos distintos, la relacion entre la nueva

superficie S y el nuevo volumen V sera:
2

S=KV? (6.9)
donde K es una constante que depende de los valores iniciales, es decir, de
la forma del cuerpo.

Para esferas de diferente tamafio, la superficie es 47R* y el volumen

4 . . . .
gnRs, donde R es el radio. En consecuencia, la relacion entre superficie y

volumen es muy sencilla:

3V )3 2 12
S=47R*=4r (4—) =33(4r)2V 2 ~ 4,84xV (6.10)
T
La esfera es, precisamente, el cuerpo con menor superficie para un
volumen dado. Para un cuerpo con cualquier otra forma, el coeficiente K de
la ecuacion (6.9) sera siempre mas grande que 4,84.

A este tipo de relaciones se les Ilama leyes de escala isométricas. Es util
visualizar las relaciones del tipo y = kx* en graficos en los que se representen
en abscisas y ordenadas los logaritmos (decimales o neperianos) de los
pardmetros en lugar de los pardmetros mismos. Para el caso que estamos
considerando, tendriamos:
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log S =log K +§Iogv (6.11)

lo que implica que obtenemos una recta de pendiente igual a % Si consid-

eramos cuerpos de seres vivos, con una densidad constante en todos ellos,
aproximadamente la del agua, entonces la recta que relaciona superficie cor-
poral y masa tiene la misma pendiente. En efecto:

3
logS =log K(MJ = Iog£2+glog M
P 3 3
P
como puede verse en la figura 6.7.

Superficie del cuerpo

= 10°
E

s 10°
8.

S 10*
o9

E : 10°
2 s oo

z

= ! 107
2. I

a | 10!

10° 10" 10*° 10° 10* 10° 10° 10
peso del cuerpo (g)

Fig. 6.7. Superficie corporal en funcion de la masa para vertebrados. Hemmingsen (1960).

Los organismos de distinto tamafio pertenecientes a la misma especie 0 a espe-
cies cercanas son aproximadamente isométricos, es decir, cambian las dimensiones
pero no las proporciones. En el caso de los humanos, por ejemplo, la isometria
implica que las dimensiones lineales guardan las proporciones entre si, como
puede verse comparando la longitud de los brazos con la altura total. Cuanto més
alto sea un individuo, mas largos seran sus brazos, con una dependencia lineal del

tipo:
Lbrazo = kL

siendo L la altura total. O, en representacion logaritmica:
logL,,.,, =logk+logL
lo que deberia darnos una recta de pendiente 1. En el grafico de la figura 6.8 puede

verse que, en efecto, a partir de los 4 o 5 afos de edad, la relacion es isométrica,
indicandonos que se mantiene la forma corporal con gran aproximacion, mientras
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que en las edades mas tempranas hay una ruptura de la isometria, lo que refleja
que las proporciones de los bebés son distintas de las de los muchachos o los
adultos.

0,42 0,78 1.7% 6.75 11,75 25.75
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Fig. 6.8. a) El cuerpo humano cambia de forma a medida que aumenta su tamafio. A partir
de los 7 afios aproximadamente, el crecimiento es isométrico. b) En este grafico puede
verse que la longitud de los brazos es proporcional a la altura del cuerpo para edades supe-
riores a los 7 afos, mientras que no ocurre asi en edades inferiores, reflejando el cambio en
la pendiente de la curva el cambio de forma. A partir de los 7 afios, la curva se convierte en
una recta de pendiente 1. Medawar (1945).

Otro ejemplo tiene que ver con la fuerza muscular que, como sabemos, es
proporcional a la seccidn transversal de los musculos, es decir a una super-
ficie. Para organismos isométricos la fuerza muscular debe, por lo tanto, ser
proporcional al volumen elevado a la potencia % Como la masa es propor-
cional al volumen, deberiamos encontrar una relacion del tipo:

logF, .. = Iogk+§logM

usc
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Ahora la pendiente de la recta que relaciona los logaritmos de las dos
magnitudes, fuerza muscular y masa total, debe ser 2/3 para seres de forma
semejante. Y dicha relacién es, justamente, la que se encuentra cuando se
comparan, por ejemplo, los récords mundiales de halterofilia con el peso corporal
de las personas que los han ostentado, como puede verse en la figura 6.9.

2 T
et ﬂ) 10 T T T ITTTT T T T T T T T

¥~ Hombres, a = 0,62

b)

T T T T
L1

log P (kg)

©

ik Y~ Mujeres, 3 = 0,68 I =0,020 M M

T T T
L1l aeal

Longitud del segmento de la pata (m)
=

vl Lol L1l 1 1

10 10°* 1074 107

16 17 I8 9 20
log M (kg)
Masa corporal (kg)

Fig. 6.9. a) Récords mundiales de halterofilia en funcion de la masa corporal del atleta. P
representa la suma de pesos levantados en las dos modalidades del levantamiento (arrancada y
dos tiempos). M es la masa corporal que delimita cada categoria de levantador. El exponente
alométrico predicho tedricamente es 0,67. b) Longitud de un segmento de pata en funcion de
la masa corporal para cucarachas de la especie Periplaneta americana. La pendiente de la
recta en el diagrama logaritmico es aproximadamente igual a 0,33. Prange (1977).

Para animales isométricos, la longitud de los miembros, o de un segmento
de los mismaos, tiene que ser, por su parte, proporcional a V3, que, a su vez, es
proporcional a MY, siendo M la masa corporal, tal como puede comprobarse
en el ejemplo de la figura 6.9.b.

6.3.2 Relaciones de escala alométricas

Como ya hemos observado, hay seres vivos que tienen una forma seme-
jante aunque de distinto tamafio, es decir, son isométricos, como los indi-
viduos de una misma especie o0 de especies proximas. Es el caso de varias
especies de roedores, de cuadripedos emparentados con el caballo o los ele-
fantes africano y asiatico, pero lo normal es que tengan formas distintas, por
lo que las comparaciones isométricas no son validas de forma estricta. No
obstante, existe una enorme cantidad de expresiones similares a la (6.9) que
relacionan pardmetros caracteristicos de los organismos y que se cumplen
de forma bastante precisa aun cuando éstos no sean semejantes. Dichas rela-
ciones, que tienen una forma funcional del mismo tipo que las isométricas
pero con exponentes que no se derivan de la semejanza geométrica entre los
cuerpos, reciben el nombre de alométricas, o leyes de escala en general, y
tienen la forma:
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y =YX (6.12)

donde y es uno de estos parametros, x es otro, normalmente la masa del ser
Vvivo, Yy, esuna constante multiplicativa que depende de la especie o grupos de
especies considerados (en algunos casos es practicamente la misma para todos
los organismos) y a es un exponente que nos dice como varia el parametro y
con la variable de referencia x. El valor del parametro y cuando la variable x
es igual a 1 es, precisamente, y,. En particular, la relacion entre superficie y
volumen es una de estas leyes de escala en la que el exponente es:

a22z0,67
3

La densidad de los cuerpos de todos los animales es aproximadamente la
misma, del orden de la densidad del agua, por lo que la relacion entre masa
y volumen es la misma para todos ellos y podemos utilizar indistintamente
ambas magnitudes como variable independiente, mientras que en los vegetales
la densidad puede variar notablemente de unas especies a otras. Por lo tanto,
en el caso de los animales, podemos escribir la relacion (6.9):

S =S,M% (6.13)

donde S es la superficie del animal, M sumasay S, es una constante para
cada grupo de animales de forma parecida. Podemos encontrar S, a partir
de la relacion entre superfice y volumen S = KV%7 sabiendo que M =V x p,
donde p es la densidad corporal que tomaremos, para los animales, igual
a la del agua, p = 1.000 kg/m?. Por lo tanto, en el Sistema Internacional de
unidades (superficie en m* y masa en kg):

s S K _K
0

So = M 67 - (pV )0,67 - po,e7 100

Se han hecho multitud de observaciones experimentales de la relacion entre
superficie y masa para una gran variedad de organismos. En todos los casos, en
grupos de organismos de forma similar, los resultados se ajustan perfectamente
a la expresion (6.13). Para los animales, el coficiente S, es del orden de 0,10 en
metros cuadrados cuando la masa se expresa en kilogramos, con oscilaciones
del orden del 20 por ciento sobre este valor. El valor concreto de este coeficiente
varia, naturalmente, en funcion de la forma de los animales, por ejemplo vale
0,084 para las ovejas, 0,11 para las personas y 0,12 para las serpientes. Un caso
que se aleja notablemente del promedio es el de los murciélagos, que tienen una
enorme cantidad de superficie de piel en las extremidades delanteras, para los
que ¢l coeficiente K vale cerca de 0,60.



Leyes de escala en los seres vivos 279

Si Gulliver midiera 1,70 m y pesara 70 kg, tendria una superficie corporal
S =0,11 x 70°¢” =~ 1,90 m?, mientras que un liliputiense medira unos 17 cm,
tendra una superficie corporal cien veces menor, es decir, 0,019 m? =190 cm?y
pesard mil veces menos, unos 70 g. Nétese que un roedor de ese tamarfio pesa
aproximadamente lo mismo que el liliputiense aunque su forma es distinta.

Una ecuacion del tipo:
y=Y,M* (6.14)

no es, en sentido estricto, correcta desde el punto de vista dimensional, ya
que Y, no puede tener las mismas dimensiones que y (a menos que a = 0). Lo
correcto seria escribirla en la forma:

_ (MY
Y=Y M, (6.15)

siendo y, el valor que toma el parametro y para un valor de la masa igual a M,
Sinembargo, tomando M, igual alaunidad llegamos a la expresion simplificada
(6.14), pero ésta solo tendra sentido numéricamente si se especifica el valor de
M, y se expresa M en unidades de M, que se toma normalmente igual a 1 kg
0 al g, dependiendo de los casos. Veremos en lo que sigue muchos ejemplos
de manejo de este tipo de ecuaciones.

Como ya hemos dicho antes, la representacion grafica de las relaciones
alométricas es muy comoda si en los ejes representamos los logaritmos de las
variables y y M. En efecto, tomando logaritmos en los dos miembros de la
ecuacion (6.14), resulta:

logy =logy,+alogM (6.16)

Se trata, por tanto, de una recta cuya pendiente es, precisamente, el
exponente a. Es indiferente tomar logaritmos decimales o neperianos, dado
que larelacion lineal que resulta es la misma, pero suelen utilizarse logaritmos
decimales porque permiten leer mas facilmente los valores de las variables y
y M en los graficos.

No siempre este tipo de relaciones tiene un significado claro. Cuando se
analizan empiricamente solo tienen interés si el exponente a es constante
para un rango muy amplio de valores de la masa o para un grupo muy
grande de organismos. O cuando es constante excepto en algunos puntos
de discontinuidad que muestran la existencia de cambios cualitativos en la
organizacion y funciones de un ser vivo. Solo en estos casos nos referiremos
a la existencia de una ley de escala o relacion alométrica. Y aun cuando pueda
establecerse la existencia de una relacion de este tipo, no siempre es posible
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interpretarla y encontrar la razones funcionales, fisicas o fisiologicas que la
generan. Cuando se consigue, como veremos en lo sucesivo, su esclarecimiento
permite comprender mejor la influencia de las leyes fisicas y del entorno sobre
la organizacion del ser vivo.

Existen ejemplos de relaciones alométricas con toda clase de valores del
exponente. Si a es negativo, quiere decir que el parametro y disminuye con
la masa corporal y se representa en el diagrama logaritmico por una recta
de pendiente negativa. Un ejemplo de este caso es el ritmo cardiaco de un
animal, que es menor cuanto mayor es su tamafio y satisface una relacion
alométrica con exponente a = —0,25.

log)py a=133
a=1

a=0,67
1000 —
][

a=0
m —

\a—-ﬂjs
1
logjo M

Fig. 6.10. Relaciones alométricas del tipo y = y M? para distintos valores del exponente a
en un diagrama logaritmico.

Cuando el valor del exponente es cero, nos encontramos con un parametro
que no depende de la masa del animal y es constante, como por ejemplo la
masa de hemoglobina por unidad de volumen de sangre en los animales o el
tamafio de la mayoria de sus células, y se representa mediante una linea hori-
zontal (pendiente cero). Cuando a es positivo pero menor que uno, estamos
ante una caracteristica que aumenta con la masa pero a un ritmo menor que
proporcional. Es el caso de la superficie corporal, asociada a un exponente
a = 0,67, o el ritmo metabdlico, asociado a un exponente a = 0,75. Cuando
a =1, nos encontramos ante una propiedad del organismo que es estrictamente
proporcional a la masa, como por ejemplo la masa del corazén o el volumen
de la sangre en los mamiferos, que son una fraccion fija de la masa corporal.
Por ultimo, hay pardmetros que aumentan méas rapidamente que la masa, como
ocurre con el peso del esqueleto de los mamiferos, asociado a un exponente a
mayor que 1, en concreto, en este caso, a = 1,09.
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Probablemente la primera relacion alométrica descubierta empiricamente,
a finales del siglo XIX, se refiere al tamafio del cerebro de distintos animales
en funcion de su tamafio corporal. Se observa que, en los mamiferos, la masa
del cerebro es una fraccion cada vez menor de la masa del cuerpo y se ajusta
a una ecuacion del tipo:

M opeere = kM O

cerebro

es decir, se comporta de una forma similar a la superficie corporal. Desde
entonces se han hecho muchas mediciones con distintas clases de animales y el
exponente se sitla siempre alrededor de ese valor de 0,67. Eso no quiere decir
que el tamafio del cerebro en comparacion con el del cuerpo sea el mismo en
todos los animales, lo que sélo seria cierto si el parametro k fuese el mismo para
todas las especies; en realidad k toma valores distintos para distintos grupos de
animales. Lo que ocurre es que la variacion con el tamafio corporal es universal
y se ajusta a una relacién alométrica con un exponente del orden de 0,67.

Tabla 6.2. Cerebro y masa corporal para distintos grupos de animales

Grupo Masa del cerebro

Humanos (0,08-0,09) Mmose

Monos antropomorfos (0,03-0,04) Mo%e

Otros primates (0,02-0,03) MO8

Mamiferos en promedio | 0,01 M%7°

Aves (0,001-0,008) Mo

Reptiles (0,0002-0,0005) M°#7

En la tabla 6.2 la masa corporal debe expresarse en kilogramos (es decir,
M, en la expresion (6.15) es 1 kg) y la masa del cerebro resulta tambien en
kilogramos. Vemos que para un mamifero que pese 1 kg, el cerebro supone,
en promedio, un 1 por ciento de su peso corporal, es decir, 10 g, mientras que
si pesa 100 kg, el cerebro llegara a:

M =0,01x100** ~0,21kg =210 g

cerebro

El cerebro de este mamifero sera mas grande pero en relacion con la masa
corporal sera mas pequefio, supondra tan solo un 0,21 por ciento. Para una
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persona de 100 kg, el cerebro pesara 8 veces mas, aproximadamente 1,7 kg, es
decir, un 1,7 por ciento de la masa corporal. En la tabla puede observarse que
el tamafio relativo del cerebro varia mucho de un grupo de animales a otro. Por
ejemplo, para la misma masa del cuerpo, un humano tiene un cerebro mas del
doble de grande que el de un mono antropomorfo, unas cuatro veces mayor
que el del resto de los primates, unas ocho veces mayor que el promedio del de
los mamiferos y muchisimo mayor que el de aves y reptiles (siempre a tamafio
corporal constante). El cerebro de los dinosaurios ha podido ser estudiado a
partir de un analisis cuidadoso de los craneos fosiles y la conclusion es que
el tamano relativo de sus cerebros coincide con el de los actuales reptiles. Sin
embargo, a pesar de estas enormes diferencias, el exponente que determina
cémo variaen funcion del tamafio es universal, lo que indica que los mecanismos
que acomodan el tamafio del cerebro en funcion de la escala corporal para los
distintos grupos de animales deben ser también universales.

6.4 El tamario del esqueleto

El esqueleto es un conjunto de estructuras rigidas que proporcionan sostén a
los animales, manteniendo su forma e impidiendo que colapsen bajo la accién
de su propio peso (en algunos animales, como los gusanos, la forma se man-
tiene debido a la tension de los fluidos corporales y la accion de los musculos).
También sirven como segmentos rigidos en los que se insertan los masculos y
acttian como palancas para generar movimiento. En los vertebrados, el esqueleto
es interno, pero en muchos invertebrados, como los artrpodos, el esqueleto
consiste en segmentos de forma méas o menos tubular en los que se contienen
los 6rganos y tejidos del animal. En cualquier caso, el esqueleto debe ser lo
suficientemente fuerte como para sostener el cuerpo y, lo que es mas impor-
tante, resistir las tensiones y los impactos que se producen al moverse, caer
o saltar. El problema es que el aumento de su resistencia implica el aumento de
su peso, y este aumento puede llegar a dificultar por completo el movimiento.
Se impone, pues, un compromiso entre fortaleza y ligereza que es distinto para
cada clase de animales. Un coral, por ejemplo, es practicamente sélo esqueleto:
su proteccion es muy efectiva pero a cambio de que el animal sea inmévil. Algo
similar ocurre con las tortugas: tienen mucha proteccion y poca movilidad.

Las restricciones impuestas al esqueleto de los animales terrestres son
distintas a las de los animales marinos debido a que en estos Gltimos el empuje
de Arquimedes, como veremos en el capitulo 13, compensa casi exactamente la
atraccion gravitatoria, lo que hace que no estén sometidos a las mismas fuerzas
que sobre tierra firme. Los animales marinos mas grandes, en particular,
colapsarian bajo su propio peso si no estuvieran sumergidos en el agua.



Leyes de escala en los seres vivos 283

6.4.1 Las proporciones de los huesos

Consideremos las patas de un animal, no importa que sea bipedo o
cuadrdpedo, como columnas que deben sostener al cuerpo. La tension de
rotura (o esfuerzo de rotura) depende de su seccion transversal, mientras
que el peso que deben soportar depende del volumen total del cuerpo.
También podria depender de la naturaleza del hueso si los huesos de unos
animales fueran intrinsecamente mas resistentes que los de otros, pero la
estructura del material con el que estan hechos todos los huesos de los
vertebrados es la misma, lo que implica que su esfuerzo de rotura (fuerza por
unidad de superficie) es también el mismo, unos 170 MN/m?en extensiony unos
220 MN/m? en compresion, por término medio, es decir, (1,7-2,2) x 108 Pa =
(1,7-2,2) x 10* N/cm?, se trate del hueso de una musarafia o el de un elefante.
Sobre la resistencia de los materiales bioldgicos trataremos mas adelante, en
el capitulo 16.

Si todos los animales tuvieran las mismas proporciones, sea cual fuere
su masa, las dimensiones lineales de los huesos variarian como M°3%, en una
relacion de escala puramente geométrica. Ahora bien, la resistencia de un
hueso depende de su seccidn. Si las dimensiones de un animal aumentan en
un cierto factor, pongamos 3, su peso aumenta como el cubo de dicho factor,
es decir, se hace 27 veces mas grande. Si los huesos del animal aumentan
su tamafio en la misma proporcién sin variar su forma, entonces su seccion
transversal aumentara en un factor 9, y seran menos resistentes en comparacion
con la carga que deben sostener. Los animales méas grandes colapsarian al
sostenerse sobre miembros con huesos cada vez menos resistentes en relacion
con su peso Y, por lo tanto, la relacion de escala proporcional o isométrica
(también Ilamada geométrica) no es posible.

Para que laresistenciarelativa sea lamisma, la seccion de los huesos tendria
que aumentar como el peso del animal, un factor 27 en el ejemplo anterior,
lo que implica que la dimensién transversal (por ejemplo el didmetro) debe
aumentar como M?* (de forma que la seccion transversal fuera proporcional a
la masa corporal), mientras que la longitud seguiria aumentando como M°,
En nuestro ejemplo, mientras los huesos aumentan su longitud en un factor
3, su diametro deberfa aumentar en un factor /27 ~5,2; los huesos de los
animales grandes se hacen, asi, mas gruesos y mas robustos comparados
con los de los animales mas pequefios, como puede observarse en la figura
6.11 cuando se comparan a la misma escala animales de tamafio muy distinto.
Se trata de un hecho facilmente comprobable en la naturaleza cuya razon,
como hemos visto, es facil de comprender en términos de la variacion de la
resistencia de los huesos y el peso de un animal en funcién de su tamafio.
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™%

Fig. 6.11. Mosca, perro y elefante representados como si tuvieran el mismo tamafio. Nétese
la diferencia en el grosor relativo de las extremidades.

Asi, si la forma de los huesos respondiera Gnicamente a la necesidad de
sostener el peso del cuerpo de forma estética, las relaciones de escala para sus
dimensiones, que expresan la llamada semejanza estatica, serian:

docM® 6.17)
| oc MO (6.18)
donde d es la dimension transversal del hueso y | su dimension longitudinal.

La masa total de los huesos que sirven para sustentar el cuerpo seria, por lo
tanto:

M o d2| o M 0,5><2M 0,33 - M 1,33 (619)

es decir, la masa de dichos huesos aumentaria mas rapidamente que la masa
total del cuerpo y ocuparia cada vez una fraccion mayor de la misma.

huesos

Ya Galileo, a principios del siglo XVII, llegé a esta conclusién al razonar
acerca de los efectos de la gravitacion sobre los cuerpos. EI cambio de forma de
los huesos para conservar su capacidad de sostener el cuerpo es, por lo demas,
evidente si comparamos el diametro relativo a la longitud de los huesos de
animales de tamafio muy distinto, o visualizando un animal como el elefante
a un tamafo igual al de un perro, como en la figura 6.11. Exactamente el
mismo fenémeno ocurre en el caso de columnas que soportan la carga de un
edificio, o los tallos que soportan el peso de una planta: cuanto mayor sea ésta
mas robusta tiene que ser la columna o el tallo.

Pero no es su capacidad para sostener el cuerpo de forma estatica el
factor primordial en la variacion de las proporciones de los huesos: la
condicion decisiva es la resistencia a las flexiones y los impactos que se
producen durante la locomocion. En efecto, durante la carrera o el salto las
extremidades de los animales estdn sometidas a fuerzas que se derivan de
las réapidas aceleraciones y deceleraciones y al impacto contra el suelo. Los
esfuerzos maximos soportados en la practica por animales de muy distintos
tamanos, desde ratones de unas pocas decenas de gramos hasta los elefantes,
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resultan ser muy parecidos, situdndose entre los 50 MN/m? y los 100 MN/m?,
como puede verse en la figura (6.12), llegando hasta los 150 MN/m? en los casos
de movimiento mas violento, ya cerca de los limites de rotura mencionados
anteriormente. La resistencia de los huesos responde, asi, a las exigencias
que plantea la locomocion tomando un valor no muy lejano al experimentado
realmente en los casos mas extremos. Las frecuentes lesiones en el galope de los
caballos de carreras o en los ejercicios de los deportistas son un indicio de que
estan cerca del limite permitido por la estructura 6sea.

300

Semejanza geométrica
250

Rata canguro
150 (salm%u Perro  Caballo
(salto) ~ (salto) Buffalo

100 Ardilla, Elcfanlc
Ratony Cabra
50 N\
Pemllo de
las p'radcmb
0

A 1.0 100

Masa corporal (kg)

Esfuerzo maximo del hueso (MPa)

Fig. 6.12. Esfuerzo maximo en los huesos de las extremidades durante la carrera (y el salto,
en el caso de la rata canguro, el perro y el caballo) en funcién de la masa corporal. La curva
representa la variacion de dicho esfuerzo si las proporciones de los huesos se modificaran
de acuerdo con la semejanza geométrica. Biewener (1990).

La relacion entre el esfuerzo de rotura y los esfuerzos maximos experimen-
tados durante la locomocion es una medida del factor de seguridad estructural
de que dispone el animal, entre 2 y 4 segun los casos. Nétese que este factor
no puede acercarse demasiado a la unidad porque, antes de que se produzca
la rotura del hueso, pueden producirse dafios y deformaciones permanentes
que impidan al miembro afectado cumplir con su funcion. Para los animales
mas pesados mantener este factor de seguridad implica poseer huesos mas
robustos, de diAmetro cada vez mas grande en proporcion con la longitud,
lo que implica un mayor coste energético en su formacion, mantenimiento
y transporte. Debe llegarse, asi, a un compromiso entre el coste de la rotura,
que puede ser fatal para la integridad del organismo, o bien leve si la reparacion
es facil o no compromete gravemente el conjunto de las funciones vitales, y el
del aumento de masa necesario para asegurar su solidez.

Las fuerzas que debe soportar la estructura 6sea son siempre proporcionales
al peso delanimal. Iguales al peso cuando el animal esta en reposo, tal y como se
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ha considerado en la derivacion de la semejanza estética, y del orden del doble
o el triple del peso cuando se produce el impacto de las extremidades contra
el suelo en la carrera o el salto. El esfuerzo, por lo tanto, serd proporcional a la
masa dividida por la seccidn de los segmentos 6seos que sufren esas fuerzas,
es decir:

_F M
(O g o ? (6.20)
y para el caso de la semejanza geométrica:
1
O geom ﬂz =Ms3 (6.21)
M 3

En la figura (6.12) se representa, ademas de los datos experimentales
para distintos animales, el esfuerzo dado por la expresion (6.21), asociado a
la semejanza geométrica y se ve que aumenta por encima del limite de rotura
para masas del orden de unos pocos kilogramos.

Observacion. En la figura (6.12) la escala de los esfuerzos es lineal
mientras que la de la masa corporal es logaritmica, es decir, se representa

o en funcion de log M:
1
3

1IogM
0o = KM?3 = kx10°

geom

Yy, por esta razon, la curva crece exponencialmente en la representacion gra-
fica. La constante k es tal que el esfuerzo maximo se fija igual a 50 MN/m?
para una masa M = 0,1 kg.

Vemos, por lo tanto, que para animales de masa pequefia, la semejanza
geométrica en los huesos basta para garantizar un factor de seguridad
suficiente entre los esfuerzos maximos y el limite de rotura, lo que implica
que, para este tipo de animales, los huesos pueden mantener las mismas
proporciones, aproximadamente, al variar la masa corporal. Por su parte, la
semajanza estatica, representada por las expresiones (6.17-18), asegura que el
esfuerzo maximo no crezca con la masa, ya que:

M M
O, C—C ﬁ = constante

est d2

pero, a cambio, implica huesos de un gran didmetro, muy pesados, lo que aumenta
su coste energético y limita la movilidad. Es lo que ocurre en animales muy
pesados, del orden de centenares de kilogramos, con extremidades verticales y
poca agilidad. Para los animales de masas intermedias, existe una posibilidad
menos costosa en el disefio de sus extremidades, llamada semejanza elastica.
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La idea basica para comprender la semejanza elastica parte de considerar
que las cargas que sufren las extremidades cuando se apoyan en el suelo durante
la carrera crean un momento que tiende a flexionar dichas extremidades vy, al
flexionarse, aumenta la distancia en perpendicular entre el punto de flexion y
la linea de aplicacion de la carga, tal como puede verse en la figura 6.13, con
lo que el momento aumenta también y el animal se derrumbaria si no tuviera
un mecanismo que lo contrarreste.

Fig. 6.13. Sobre la extremidad de un animal actla su peso creando un momento respecto
de la rotula que tiende a flexionarla. Cuando aumenta el angulo de flexiéon aumenta también
la distancia en perpendicular entre la rétula y la linea del peso, lo que implica que aumenta
su momento y se acentiie la tendencia a la flexion. Esta se detendra sélo si el muasculo
extensor crea un momento contrario que lo contrarreste.

Dicho mecanismo es la propia fuerza de recuperacion elastica de los
huesos, o bien la de los musculos extensores de la extremidad (el grupo
cuadriceps en los mamiferos), cuya fuerza al contraerse se opone a la flexion
creando un momento de sentido contrario. La extension del mdsculo, que
se trata como un muelle elastico cuya tensién muscular es proporcional al
alargamiento relativo, depende de las dimensiones transversales del hueso, lo
que impone ciertas condiciones sobre éstas. El resultado es que la respuesta
elastica de los miembros a las tensiones producidas en la marcha requiere que
las proporciones varien segun las expresiones:

3
doc M8 6.22)
1
| oc M * (6.23)
es decir:
3
doc 2 (6.24)
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lo que implica un robustecimiento de los huesos a medida que el tamafio crece,
ya que el didmetro crece méas rapidamente que la longitud, aunque de una
forma menos exagerada que como sucede en el caso de la semejanza estética.
Notese que, en este caso, la masa de los huesos resulta proporcional a la masa
corporal. El conjunto de las expresiones (6.22-24) es lo que se conoce como
semejanza elastica para los huesos de los animales en funcién de su peso.

En el capitulo 16 se hace una descripcion completa de las propiedades
elésticas de los biomateriales y, en particular, se demuestra la relacion (6.23)
a partir del estudio de los limites de rotura por pandeo de una varilla vertical
obligada a flexionar por la accién de un peso actuando sobre ella.

El factor de seguridad frente a la rotura

Ya hemos visto anteriormente que la forma de garantizar un factor de
seguridad suficiente es mantener el valor de los esfuerzos maximos sufridos
por los huesos de las extremidades aproximadamente constantes para todas
las masas corporales. Para masas intermedias, desde unos cientos de gramos
hasta unos cientos de kilogramos, la variacion en el tamafio de los huesos
se ajusta a la semejanza elastica en la que d oc M*®°* (el exponente es

del orden de gz 0,375), lo que implica que, para extremidades con una

misma conformacion y orientacion, el esfuerzo maximo tendria la siguiente
dependencia con la masa:
M M

c OCFOC M 0708 = MP#02

Pero, al tiempo que aumenta la masa, también aumenta la verticalidad
de las extremidades de los animales. Puede demostrarse que, segun se hace
mas vertical la posicion de las extremidades, el esfuerzo maximo tiende
a ser una constante en funcion de la masa corporal. Asi, los problemas
mecanicos de sustentacion y movimiento son, en consecuencia, la causa
de que la posicion sobre las patas de un animal sea mas erguida cuanto
mas masivo es éste. En un elefante, son préacticamente verticales, como
ocurre también para los caballos o las vacas, mientras que las de un perro
estan naturalmente mas flexionadas y mas todavia en el caso de un raton.
El factor de seguridad frente a los impactos sufridos durante la locomocion,
para masas comprendidas entre unos 100 gramos y unos 300 kilogramos,
se mantiene aumentando ligeramente el didmetro de los huesos mas alla
de lo requerido por la semejanza geométrica (~ M**” frente a M®*) de
acuerdo con las relaciones de la semejanza elastica y, sobre todo, adoptando
una postura mas vertical.
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El problema es que, cuando la posicion es completamente vertical, todo
aumento suplementario en la masa corporal tiene que ser compensado,
necesariamente, con el aumento del diametro de los huesos de las extremidades,
haciéndose claramente mas robustos, de acuerdo con la semejanza estéatica.
Esto es lo que ocurre para animales, existentes 0 ya extinguidos, por encima
de unos pocos cientos de kilogramos. Para los animales de masa muy pequefia,
por debajo de unos 100 gramos, el problema es el contrario. No tienen, en la
practica, problemas de esfuerzo debido a su pequefio peso corporal, mientras
gue una variacion del diametro de sus huesos segun la relacion de semejanza
elastica disminuiria gravemente su rigidez. Asi, la semejanza geométrica
garantiza el factor de seguridad apropiado, segun puede verse en la figura
(6.12), y permite que, para pequefios tamafios, sus huesos no disminuyan
demasiado rapidamente de didmetro haciéndolos muy fragiles.

Hay, por lo tanto, tres regimenes de variacion del diametro de los huesos
(medida de su robustez) en funcion de la masa. Para animales muy ligeros,
de menos de unos 100 gramos, el problema es asegurar la rigidez, lo que se
consigue con variaciones moderadas del diametro en funcién de la masa, con
un exponente alométrico del orden de 0,33. Para animales intermedios, entre
unos 100 gramos y unos 300 kilogramos, el problema de la rigidez disminuye
y aumenta el de la seguridad frente a esfuerzos en los impactos, por lo que
el diametro de los huesos de las extremidades crece algo mas rapidamente,
segun el exponente predicho por la semejanza eldstica, entre 0,35y 0,40, y el
fendmeno adaptativo mas importante es el de la progresiva verticalizacion de
las extremidades. Por ultimo, para animales muy grandes, en los que no se
puede ganar seguridad variando la posicién de las extremidades porque éstas
son ya verticales, la variacion del diametro de los huesos se ajusta mas a una
relacion del tipo de la de la semejanza estatica, con un exponente cercano a
0,5y las consiguientes limitaciones de su movilidad.

Ahora bien, la naturaleza y composicion de los biomateriales son muy
estables y es poco frecuente su transformacion evolutiva. Una importante con-
secuencia de lo que hemos visto en esta seccion es que, utilizando los mismos
materiales (el hueso, en este caso) es posible resolver muchos de los problemas
surgidos como consecuencia del aumento de masa corporal, y del consiguiente
riesgo de rotura del material 6seo, mediante el cambio en la forma y configu-
racion de los érganos y miembros (extremidades, en este caso).

En los grandes &rboles la relacion entre el diametro del tronco y su
longitud responde también a la semejanza elastica, es decir, d oo I*2, y por
las mismas razones. Deben ser capaces de contrarrestar torsiones generadas
por fuerzas proporcionales a su peso por medio de la resistencia elastica
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del tronco, lo que implica que su didmetro crezca mas rapidamente que la
longitud. Asi, los arboles de porte similar se hacen proporcionalmente mas
robustos a medida que son mas altos, tal y como se vera en detalle en el
capitulo 16.

Por el contrario, los mohos del fango, diminutos organismos de unos
pocos milimetros de longitud, que tienen forma de alfileres que sostienen en
su extremo superior unaespora, tienen las mismas proporciones independien-
temente del tamafio. Son, por lo tanto, isométricos y no presentan el engro-
samiento relativo del diametro respecto de la altura, lo que prueba que las
cargas que soportan no son significativas debido a su masa minuscula, y que
otro tipo de fuerzas, como las derivadas de la 6smosis o la tension superfi-
cial son mas importantes que las tensiones elasticas que puedan sufrir..

6.4.2 La masa relativa del esqueleto

Se han hecho muchos estudios empiricos sobre las dimensiones relativas
de los huesos y su dependencia con la masa corporal. Como hemos visto
anteriormente, para un rango muy grande de masas, el didmetro se ajusta a
una relacion alométrica con un exponente comprendido entre 0,35y 0,40,
llegandose hasta 0,33 y cercade 0,50 para masas corporales muy pequefias
0 muy grandes, respectivamente. Pero la dependencia del didmetro con la
longitud solo se ajusta a la expresion d oo 128 para el caso de los ungulados.
En el resto de los mamiferos, el diametro aumenta siempre mas rapidamente
que la longitud, y ésta depende de la masa de acuerdo con un exponente
proximo a 0,33.

El resultado es que la variacion de la masa 6sea en funcion de la masa
corporal estd caracterizada por un exponente algo superior a la unidad
pero lejos del 1,33 predicho por la relacion de semejanza estatica. De la
comparacion de esqueletos de mamiferos cuyo peso se extiende desde menos
de 10 gramos a unas 5 toneladas (un factor del orden de un millén), se sigue
que el exponente es del orden de 1,09 con un error de +0,04:

M., (mamiferos) = 0,09 M *% (6.25)

con ambas masas expresadas en kilogramos. Segun esta expresion, un
animal de 1 kg de peso tiene un esqueleto que pesa aproximadamente 90
gramos (9 por ciento), mientras que el esqueleto de una persona de 70 kg
pesa unos 9,2 kg (13 por ciento) y el de un elefante de 5 toneladas pesaria
unos 970 kg (19 por ciento).
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Fig. 6.14. Masa del esqueleto en funcién de la masa corporal para mamiferos. Prange et al. (1979).

Notese que en la figura 6.14, el coeficiente de la relacion alométrica es
0,061 y no 0,09 como en la expresion (6.24). La razén es que los datos de la
figura se obtuvieron a partir de huesos secos de colecciones de museos. Los
estudios hechos comparando el peso de los huesos frescos (en el animal vivo)
y secos llevan a la conclusion de que, de forma general, el peso de los huesos
secos debe ser incrementado en un 50 por ciento para obtener el de los huesos
frescos.

En cuanto a las aves, es conocido el hecho de que los huesos de las alas son
huecos y, por lo tanto, méas ligeros que los de las extremidades de animales
terrestres del mismo tamafio. Pero lo que es menos conocido es que los huesos
de las patas son mas robustos al tener que absorber el impacto al aterrizar en
el suelo, resultando en una masa del esqueleto del mismo orden que la de los
mamiferos. En efecto, las medidas realizadas dan la siguiente ley de escala

para las aves:
M., (aves) ~ 0,10M*"’

practicamente indistinguible de la expresién anterior para mamiferos.

En el caso de los mamiferos acuéaticos y los peces, lainformacion disponible
es muy modesta, de forma que los ajustes realizados tienen menos solidez
que en el caso de los mamiferos terrestres, pero la conclusion que parece
desprenderse de los datos es que el exponente de la relacion alométrica es
proximo a 1, es decir, la masa del esqueleto varia proporcionalmente a la
masa del cuerpo y no se hace mas robusto, lo cual es bastante l6gico dado que
en el agua no necesitan soportar el peso del animal y que no hay fuerzas de
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impacto asociadas a la locomocion. Por ejemplo, en el caso de las ballenas,
teniendo en cuenta Unicamente especimenes adultos, la relacién entre masa
del esqueleto y masa corporal es:

M., (mamiferos acuaticos) = 0,11 M*%
q

muy préxima a la proporcionalidad. En el caso de los peces, la relacion
entre ambas masas es también proxima a la proporcionalidad y, ademas, el
coeficiente k es claramente menor que en los mamiferos.

6.5 La carga, el salto yla carrera

Consideremos ahora algunas caracteristicas que dependen de la fuerza
muscular. Ya vimos en el capitulo 2 que la fuerza por unidad de seccion que
es capaz de desarrollar el musculo esquelético de un animal es, para casi
todos ellos, constante e igual a unos 300 kN/m?. La fuerza total depende, por
lo tanto, de la seccion transversal del musculo.

6.5.1 Fuerza relativa de un animal

Llamamos fuerza relativa de un animal al peso que puede levantar por la
accion de sus musculos dividido por su propio peso. El peso maximo que se
puede sostener contra la gravedad terrestre depende de la fuerza muscular
y ésta de la seccion total de los masculos que intervienen en dicha accion,
mientras que el propio peso del animal es proporcional a su volumen. Si d es
el diametro musculary V el volumen total, la fuerza relativa f seréa:

d> d* _1
foc—oc—==

v oodido |

Consideremos ahora dos animales semejantes pero de diferente tamario,
tales que la relacion entre las dimensiones lineales sea k:

L, =KL,
La razén entre las fuerzas relativas de ambos sera:
f, _dZxV, _k®xd/xV, _1

2=
f,

d/ xV, B di xk®xV, Kk

donde se ha utilizado la relacion V, = k*%,. Una hormiga tiene una fuerza
relativa del orden de 3, es decir, es capaz de cargar un peso hasta tres
veces superior al suyo propio y, por esta razon, se le considera un animal
especialmente fuerte. Consideremos una hormiga de longitud igual a 1cm
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aproximadamente y un animal con la misma forma de la hormiga pero del
tamafio de un elefante, es decir, de unos 4 metros de longitud. La razon
isométrica sera:

L T
L, 0,01
y su fuerza relativa resulta:
f, :L:i:0,0075
400

Es decir, este hipotético animal no podria levantar un peso ni siquiera
equivalente al 1 por ciento del suyo propio. Laformade unahormiga corresponde,
por lo tanto, a la de un animal muy débil para la carga, aunque su pequefio
tamario hace que su fuerza relativa sea grande. Si imaginamos una hormiga con
las dimensiones de un elefante, enseguida nos damos cuenta de su debilidad. Un
elefante real puede cargar hasta un 25 por ciento de su peso:

f,=0,25

Para conseguir llegar a este valor, los miembros del elefante tienen que ser
mucho mas gruesos con relacién al conjunto del cuerpo que los de la hormiga.
Veamos cuanto mas gruesos. El grosor de la pata de una hormiga es del orden
de 0,1 mm, por lo que un elefante con las mismas proporciones que una hormiga
tendria patas de 400x0,01cm =4 cm de grosor, mucho mas delgadas que las
de los elefantes reales. Para conseguir la fuerza relativa real, el cociente entre
los diametros de las extremidades debe satisfacer la ecuacion:

£:0125:[d_zj2[£f:[£}2 1
.3 {d)\V,) (d) (400)

de donde;

iy

lo que nos da un didmetro d, =2.300xd, =23 cm, mas proximo a su valor
real, es decir, unas extremidades unas 6 veces mas gruesas que las de una
hormiga de su tamafio. Contrariamente a la opinion popular, un elefante
es mucho mas fuerte, relativamente a sus dimensiones, que una hormiga,
aungue su gran volumen hace que la fuerza relativa sea menor.

Ejemplo. Sabiendo que la fuerza relativa de un elefante es 0,25 puede
calcularse la fuerza relativa de un animal con forma de elefante pero del
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tamafio de una hormiga. Como la relacion entre las dimensiones lineales es
400, tenemos:
f,=kx f, =400x0,25~100

Es decir, un animal de esas caracteristicas jpodria levantar un peso 100
veces superior al suyo!

Fig. 6.15. Fuerza relativa de dos animales con el mismo tamario (el de una hormiga) pero
con formas distintas (de elefante y de hormiga).

6.5.2 Elsalto

En el salto en vertical un animal se da impulso con las patas saltadoras a lo
largo de un cierto recorrido s proporcional a la longitud | de éstas. En el salto
en carrera hay, ademas de este impulso, una transformacion de energia cinética
en energia elastica en los tendones y ligamentos que incrementa la altura a la
que puede ascenderse, pero cuando se salta a partir de una posicion estatica,
el inico mecanismo que puede utilizarse es la fuerza muscular, F_ _, contra
el suelo para extender las extremidades previamente contraidas. El trabajo
realizado por dicha fuerza muscular, W, se transforma en la energia cinética
que adquiere el cuerpo del animal en el momento de despegar del suelo. Por lo
tanto, debe cumplirse:

%MVZZW:F xsoc F x| (6.26)

musc musc
Ahora bien, la fuerza es proporcional a la seccion transversal S del
musculo que interviene en el salto:

FooXloSxloV oM =uM (6.27)

donde u es la fraccién de la masa corporal M que corresponde a los
musculos de las extremidades saltadoras. Llamando « al trabajo hecho por
unidad de masa muscular en una contraccion y sustituyendo en la ecuacion
(6.26), obtenemos:
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%Mv2 =W =aoM_,.. =ouM

musc
vV =./2au

y la altura alcanzada, prescindiendo del rozamiento con el aire, tal y como

vimos en el capitulo 1, sera:
2

h=Y -2t (6.28)
29 ¢
donde 9 es la aceleracion de la gravedad.

La altura alcanzada no depende, por lo tanto, de la masa total del
cuerpo, sino solo de la fraccién de ésta, que corresponde a los musculos
que intervienen en el salto. En animales similares, por ejemplo canguros de
diferentestamafos, o ranas de diferentes tamafios, dichafraccion p eslamisma
y, como el trabajo por unidad de masa muscular depende de la estructura de
las sarcomeras y los puentes entre filamentos, que son practicamente iguales
para todos ellos, resulta que animales de muy distinto tamafio pero de forma
parecida saltan, efectivamente, la misma altura.

Esta sorprendente conclusion, a la que ya hicimos referencia en el primer
capitulo, se verifica experimentalmente con bastante exactitud. Mas atn, los
musculos saltadores suponen una fraccion de la masa corporal que no varia
demasiado de unos animales a otros, lo que implica que la altura a la que
pueden llegar los animales al saltar tampoco varia demasiado. Por eso se
entiende que una pulga de 1mm de tamafo sea capaz de saltar unos 20 cm
en vacio, tan sélo una tercera parte de lo que alcanza una persona, de 1,70 m
de altura 'y con una masa unas 100 millones de veces superior. En el caso de
la pulga el salto supone 200 veces su propio tamafio mientras que en una
persona es del orden de un tercio de su propia altura. Ya hemos visto que
animales como el galago alcanzan alturas de hasta 2 metros, lo que se debe
esencialmente a que poseen patas con musculos que equivalen a una fraccion
desproporcionadamente alta de su masa corporal, como puede verse en la
figura 6.16.
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Fig. 6.16. Galago senegalensis con una cria. N6tese la robustez de sus extremidades
posteriores en relacién con las dimensiones del cuerpo, lo que le permite alcanzar enormes
alturas en el salto vertical.

Estimemos lo que puede llegar a saltar una persona que, como hemos
visto, es representativo de lo que pueden hacer otros muchos animales. Segun
vimos, el trabajo medio por unidad de masa muscular en una contraccion es
de unos 60 J/kg. Por otra parte, la masa de las dos piernas es del orden del
30 por ciento de la masa corporal y los musculos suponen el 40 por ciento
de dicha masa, lo que da un valor del 12 por ciento para dichos masculos. Si
interviene el 70 por ciento de esos musculos en el salto, el parametro u sera

igual a 0,12 x 0,70 = 0,084. Por lo tanto:
60x0,084
9,8

que es el orden de magnitud de la altura maxima alcanzada en el salto vertical
por una persona sin entrenamiento especial.

h =0,51m

Como puede verse en la expresion (6.28), los parametros que pueden
influir en la altura del salto, o y u, dependen de la morfologia de cada animal.
El trabajo por unidad de masa muscular puede aumentarse aumentando la
longitud de contraccién muscular, pero es seguramente la fraccion de la
masa corporal que corresponde a los musculos usados en el salto el factor
que admite mayor variacion. Para muchos animales la habilidad para el salto
resulta crucial para defenderse de los predadores o para capturar sus presas.
En estos casos, es ventajoso que u sea grande, pero su valor tiene un limite
impuesto por el gasto metabolico necesario para mantenerlos en actividad y la
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necesidad de que existan otros 6rganos en el cuerpo capaces de proporcionar
la energia necesaria para realizar las funciones vitales, incluida la locomocion
y el salto. De ahi que no pueda crecer demasiado, aunque en los galagos, por
ejemplo, es notablemente mayor que en los humanos. En el caso de animales
muy pequefios, como la pulga, ya vimos en el primer capitulo que existe una
limitacion adicional debido a que no es posible contraer los musculos con la
rapidez requerida, lo que se contrarresta parcialmente con elementos elasticos
que son capaces de dispararse como muelles a gran velocidad.

Puede refinarse este andlisis teniendo en cuenta que, dejando aparte casos
excepcionales como el de los galagos, el parametro p aumenta ligeramente
con la masa corporal, lo que implica que la velocidad de despegue depende de
dicha masa. Los estudios cuantitativos en insectos muestran, efectivamente,
una dependencia alométrica del tipo:

Vo MO (6.29)
VZ

h=oc M (6.30)
29

con un exponente, como se ve, muy pequefio, cercano al valor a = 0, que daria
un valor estrictamente constante de la velocidad de despegue. Por lo tanto, aun
con un analisis mas preciso, puede concluirse que la altura que alcanzan
animales de la misma estructura corporal es practicamente constante,
independiente de su masa.

6.5.3 La carrera
El coste energético de desplazarse

Nos interesaremos ahora por la velocidad con que pueden moverse los
animales y la dependencia con la masa corporal. Empezaremos considerando
animales con la misma forma que sélo se diferencian en el tamafio, aunque
veremos que las relaciones obtenidas pueden generalizarse. Para recorrer una
cierta distancia L, por ejemplo un metro o un kilémetro, un animal debe dar
un numero de pasos, tal que su producto por la longitud de cada paso sea igual
a la distancia considerada. Por lo tanto, el nimero de pasos n que hay que
dar para recorrer la unidad de distancia sera inversamente proporcional a la
longitud de cada paso Ipaso, que es, a su vez, proporcional a la longitud de la
extremidad I

SRR VEE (6.31)
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donde hemos tenido en cuenta que la longitud de las extremidades, que es
una dimension lineal, es proporcional al volumen (y por lo tanto a la masa)
elevado a 1/3. Aunque esta relacion isométrica es solo cierta para animales
semejantes, lo cierto es que se cumple experimentalmente para animales de
formas muy diversas. Asi, para todos los mamiferos, incluyendo insectivoros,
primates, roedores y otros, el exponente de la relacion de escala entre la
longitud de las patas y la masa corporal es de este orden, mientras que en los
bovidos se aproxima mas a 0,25, como vimos anteriormente.

Ya sabemos, por otra parte, que el trabajo muscular W realizado en un
paso es proporcional a la masa del musculo y ésta, a su vez, proporcional a la
masa total del cuerpo. El trabajo realizado en recorrer la unidad de distancia,
WIL, serd, por lo tanto, igual al trabajo hecho en cada paso (proporcional a la
masa corporal) multiplicado por el nimero de pasos necesarios para cubrir
dicha unidad de distancia:

VrvochnochM‘O'%:Mo’m 6.32)

y si consideramos el trabajo realizado por unidad de longitud y por unidad de
masa, tendremos:

W

LM
lo que implica que la cantidad de trabajo requerido para mover un kilogramo
de masa corporal a lo largo de un kilometro es menor cuanto mayor sea la
masa total, segin muestra la ecuacion (6.33), aunque la cantidad absoluta de
trabajo, igual a la de energia consumida, para mover todo el cuerpo aumenta
con la masa de éste como muestra la ecuacion (6.32).

oc M 03 (6.33)

Este trabajo se desarrollara a un ritmo que dependera de la velocidad a
la que se mueva el animal. Experimentalmente se ha medido la cantidad de
oxigeno consumida por distintos animales, por unidad de masa y de tiempo,
en funcion de la velocidad a la que se desplazan. Recordemos del capitulo 5
que consumir 1 litro de O, es equivalente a gastar 20.000 J, o lo que es lo
mismo:

1mlo, < 201J (6.34)

El resultado de las observaciones esta resumido en la figura 6.17, en la
que se representa dicho gasto de energia en funcién de la velocidad para
un conjunto de mamiferos con masas que difieren hasta en un factor mil.
Obsérvese que la pendiente de cada recta es, justamente, la energia por
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unidad de masa corporal y de distancia, ya que es igual al cociente de
ordenadas por abscisas:
W/(MxAt) W

pendiente =
L/ At LM

)

Raton blanco (21 g)

4
/ Rata canguro (41 g)
¥ )
Rata canguro (100 g) Perro (2.6 kg)

I Rata blanca (384 kg)

Ardilla terrestre ( 23648)
V Bie)

Pony (140 kg)

1 ] I 1
4 6 8 10

1
2
Velocidad al correr (km hr-1)

{(ml ()1_13.‘|11|"|

4a

Consumo de oxigeno
2]

Fig. 6.17. Consumo de oxigeno en funcién de la velocidad de desplazamiento para algunos
mamiferos de distintos tamafios. Taylor et al. (1970).

Observacion. La pendiente obtenida directamente del grafico puede
expresarse en unidades del Sl del siguiente modo:

km/hora 10710

3/ (kgxm) =20 J/ (kg xm)

Lo que se observa en el grafico es que la pendiente, es decir, el consumo
energético por unidad de masa corporal y unidad de distancia, se hace cada vez
mas pequefio al aumentar la masatotal del animal, y se ajusta aproximadamente
a la relacion de escala (6.33) con el exponente —0,33. Notese que las rectas de
la figura representan la potencia metabolica (energia consumida por unidad
de tiempo) necesaria para moverse, P, , auna cierta velocidad v, por unidad

de masa y, dado que la pendiente es proporcional a M=%, resulta:
P

o o 0 ey

0,67
P €M™ xv

Se han realizado también medidas directas del gasto energético por
unidad de masa corporal y distancia recorrida, resumidas en la tabla 6.3, que
muestran que, efectivamente, el gasto energético por unidad de masa y de
longitud recorrida se ajusta bien a una dependencia en M %%, pero no sélo
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para mamiferos, sino para una clase muy amplia de animales terrestres, que
comprende aves, reptiles e, incluso, hormigas.

Tabla 6.3. Coste energético del desplazamiento en funcion de la
masa corporal

) . Coste energético

Fuente Numero de especies |02 / (kg x km)

Paladino y King | 52 mamiferos, aves y -0,32
(1979) reptiles 0,55xM

Fedak y Seeherman | 69 mamiferos, aves y 0,28
(1979) reptiles 0,56x M

Jensen y Holm- 72 mamiferos, aves, 035
Jensen (1980) reptiles y hormigas 0.76xM

Taylor et al. (1982) | 62 mamiferos y aves 0,53xM 032

Es interesante observar que el pardmetro k en la expresion:

W

LM
es muy parecido en todos ellos, lo que implica que un animal de un peso dado,
por ejemplo un kilogramo, consume la misma cantidad de energia, indepen-
dientemente de la velocidad, para desplazarse por tierra una cierta distancia,
sea de la clase que sea, en particular, sea bipedo o cuadripedo, mamifero, ave
o reptil, como puede verse en la tabla 6.3. Esto parece indicar que todos ellos
han evolucionado hasta alcanzar el grado 6ptimo de gasto energético por
unidad de masa y de longitud recorrida necesario para moverse, deter-
minado por la capacidad de los musculos para producir trabajo, aproximada-
mente la misma para todos. Todo lo demas, la estructura de las extremidades,
el modo de locomocidn, la forma del cuerpo, etc., es secundario.

Notese que lo que se mide en estos experimentos es el consumo de energia
total. No solo el que se destina a la funcion muscular sino también el asociado
al resto de las funciones vitales. Por eso en la figura 6.17 las rectas que dan
la potencia metabolica en funcion de la velocidad no pasan por el origen;
también cuando V=0 es preciso gastar energia. Experimentalmente, el
término correspondiente a v =0 es superior a la potencia metabdlica basal,
porque corresponde a la tasa metabolica en reposo pero en estado de vigilia
y en posicion de marcha. Tomaremos, en lo que sigue, dicho término igual a
la tasa metabdlica en reposo multiplicada por 1,5, que es un valor promedio
medido para una gran cantidad de grupos de animales. La potencia metabdlica
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total en funcion de la velocidad, para un animal dado, tendrd, por lo tanto, la
siguiente forma:

P=A+AV (6.35)

donde A y A, son dos constantes cuyo valor es distinto para cada grupo de
animales.

En el capitulo siguiente veremos que la potencia metabdlica en reposo
también satisface una ley de escala con un exponente a = 0,75, de forma que la
expresion (6.34) puede ahora generalizarse para grandes grupos de animales
de diferente masa y escribirse como:

P = kM®” +k,M "y (6.36)
5 = kM % 4 k,M 3y (6.37)

De la tabla 6.3 se sigue que el parametro k, en las ecuaciones (6.36-37)
toma el valor:
k, ~ (0,53~ 0,76) 10, / (kg x km)

con la masa expresada en kilogramos. Cambiando ahora a unidades de SI:

20.000J /10,

K, ~ (0,53~ 0,76) 10, / (kg x km)-:
2= V10, 1 (kg km) = o Tk

~(11-15) J/(kgxm)  (6.38)
0, de forma equivalente:

k, = (11 - 15) W/kg x (m/s)™*

Observacion. Para una persona de 70 kg, la expresion (6.35) muestra
que la potencia metabdlica total, cuando se mueve a la velocidad de 1 m/s,
es igual a la potencia en reposo, que es del orden de 80 W, multiplicada por
1,5, mas el término proporcional a la velocidad. Tomando un valor para
k, =11 W/kg x (m/s)™, resulta:

P~80x1,5+11x70% x1=310W

que es un valor que se ajusta a la tabla de potencias metabolicas del capitulo
precedente.

Otra cosa distinta sucede cuando consideramos la locomocion acuética y
la aérea. Los animales acuaticos tienen una densidad parecida a la del agua,
es decir, una flotabilidad neutra, y no necesitan gastar energia para mantener
la posicion. Sin embargo, deben vencer la resistencia del agua al movimiento
debida a la friccion y a las turbulencias, por lo que han desarrollado formas
fusiformes, muy parecidas en todos los organismos acuaticos, que minimizan
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dicha resistencia. El coste energético del desplazamiento en el agua es, por lo
tanto, menor que para el desplazamiento terrestre, en un factor proximo a 10,
y la dependencia con la masa tiene un exponente menor, del orden de a = 0,25.
Empiricamente se ha comprobado que para los peces:

% (acudticos) ~1,4 x M=% J/(kg x m)

donde se puede comprobar que el coeficiente de la relacién alométrica es unas
diez veces inferior al de la relacion equivalente para animales terrestres, que,
de acuerdo con la expresion (6.38), es del orden de 11-15 J/(kg < m).

En lo que se refiere a los animales voladores, es mucho mas dificil obtener
datos precisos. Ademas, las formas de vuelo son muy variadas, combinando
el planeo, la suspension y diversas clases de aleteo. Aun asi se han hecho
algunos estudios empiricos sobre el coste energético de volar y el resultado,
incluyendo aves, murciélagos e insectos, es intermedio entre la locomocion
terrestre y la acuatica, siendo la dependencia con la masa similar a la de los
peces. En realidad, la potencia desarrollada por los animales voladores para
desplazarse es parecida a la de los que se mueven sobre tierra. Al contrario
que en el agua, en el aire es preciso mantenerse mediante un esfuerzo
continuado, utilizando la superficie de las alas y las corrientes creadas por
el movimiento de éstas para generar la fuerza de sustentacion necesaria, tal
como veremos en el capitulo 14. Pero la velocidad de vuelo que optimiza el
esfuerzo de locomocion en aire es siempre superior a la de la carrera para
animales de tamafio semejante, por lo que es inmediato entender que el coste
energético por unidad de distancia recorrida es menor en los que vuelan
que en los que se desplazan sobre tierra, ya que necesitan un intervalo de
tiempo menor (y, por lo tanto, una cantidad de energia menor a potencia
constante) para recorrer la misma distancia. El resultado promedio es:

CN—M (voladores) ~ 5, 4x M 9% J / (kg xm) 6.39)

donde, al igual que en los casos anteriores, lamasa M se expresa en kilogramos.
Como vemos en la expresion (6.39), la energia consumida por unidad de
masa y distancia en las aves es del orden de la mitad de la consumida por los
animales de locomocion terrestre.

Todos los datos sobre el coste energético del desplazamiento se encuentran
resumidos en el grafico de la figura 6.18. Puede verse que, debido a la
diferencia en los exponentes que regulan la variacion del consumo energético
en funcién de lamasa, volar resulta mas econémico que moverse en tierra



Leyes de escala en los seres vivos 303

para masas pequefias, pero a partir de una masa del orden de los 3 a
10 kg el vuelo se hace mas costoso, por lo que las grandes aves ya no son
voladoras, 0 bien se apoyan sobre todo en el planeo a favor de columnas
de aire ascendente. Una de las aves mas grandes capaces de volar es la
avutarda de Kori (Ardeotis kori), que puede llegar a pesar unos 13 kg y que
s6lo vuela ocasionalmente distancias cortas, lo que parece indicar que hay
un tamafio méximo para animales voladores alrededor del punto de cruce de
las dos lineas de coste energético. Mantenerse suspendido en el aire como
un helicoptero requiere de un intenso aleteo y su coste energético es mucho
mayor que el del vuelo normal, por lo que sélo los pajaros méas pequefios,
como el colibri, que pesa unos 3 g, y la mayoria de los insectos voladores,
pueden conseguirlo.

Caoste del transporte (watt - hora/ kg - km)

| | | | |

102 10 10 10
Masa corporal (kg)

Fig. 6.18. Coste de desplazamiento en funcion de la masa corporal medido como la energia
consumida por kilogramo de masa y por kilémetro recorrido para animales que corren,
vuelan y nadan. Greenewalt (1977).

Por otro lado, también llegaran a cruzarse las lineas que describen el coste
energético de moverse en el agua y sobre tierra, de forma que, por razones
puramente energéticas, a partir de una cierta masa seria mas economica la
locomocion terrestre, pero en este caso empiezan a aparecer otros factores
que hacen imposible la vida en tierra para grandes tamafios corporales,
esencialmente la necesidad de sostenerse en la gravedad terrestre y resistir
las tensiones y los impactos durante el movimiento, como hemos visto, y
también, como veremos en el capitulo siguiente, la dificultad para evacuar el
calor generado en el metabolismo. En cualquier caso, el cruce se produciria
para valores gigantescos de la masa. Asi, para todo el intervalo posible de
masas corporales, el movimiento en el agua es mas econéomico que en
tierra firme.
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Ejemplo. Puede encontrarse la masa corporal a partir de la cual, por
razones puramente energéticas, seria mas econémico moverse en tierra que
en el agua, que es el punto de cruce de las lineas asociadas al consumo
energético en ambos medios:

1L4xM ™% =11xM %

1
0,08
M= " 10t kg =100 T
1,4

Una consecuencia general de este apartado es que aumentar de tamafio
reduce el coste energético de la locomocion por unidad de masa y distancia, lo
que podria ser una de las razones de la tendencia evolutiva a dicho aumento.

Subir pendientes

En el movimiento sobre una superficie plana ya vimos que el gasto energético
tiene como finalidad mover pendularmente las extremidades mientras el conjunto
del cuerpo se desplaza a velocidad constante, permitir la oscilacion del centro
de masas y cubrir las pérdidas de energia en los contactos con el suelo. Cuando
se sube una cuesta se produce, ademas, un incremento en la energia potencial
del cuerpo que es proporcional a lamasa y a la altura subida:

U = Mgh

Elevar 1kg a 1m de altura cuesta 9,8 J de energia mecanica, lo que,
teniendo en cuenta un rendimiento muscular del orden del 25 por ciento,
equivale a un gasto energético de unos 40 J, es decir, 2ml de O,. La energia
gastada por unidad de masa corporal para desplazarse horizontalmente una
cierta distancia disminuye como M-%%, mientras que en vertical es constante

(% = gh). Por otro lado, la tasa metabolica en reposo por unidad de masa

también disminuye como M-%2%, lo que implica que, segin se hace mas grande
un animal, mas le cuesta, relativamente a la cantidad de energia de la que
dispone, aumentar su energia potencial al subir una pendiente. Si P, es la

potencia necesaria para ascender una cuesta con una componente vertical de
la velocidad igual a v, , tendremos

P :4XM

- it = 4Mgv, >~ 40My, (6.40)

donde P, resultaen vatios si la masa se expresa en kilogramos y la velocidad
en m/s. El factor 4 viene del hecho de que es necesario consumir una cantidad
de energia unas cuatro veces mayor que la energia mecéanica producida de
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forma efectiva por los musculos. Si P, es la tasa metabolica en reposo, o
basal, veremos en el capitulo siguiente que para los mamiferos se ajusta a una
expresion del tipo:

P, =3,4M%"
en vatios, con la masa expresada en kilogramos. Asi, la relacion entre
ambas es: p Ay
Do = 29V 025 =11, 5M 0%y, (6.41)
P, 34

Podemos comparar también la potencia necesaria para moverse en
vertical con la que encontramos en la seccion anterior para el movimiento en
horizontal:

P 4Mgy,

vert —
P, 1IM%*y

hor

=3,6M°% Y (6.42)

hor

Si consideramos la ascension por una cuesta del 15 por ciento de pendiente,
a una velocidad de unos 5 km/h, la componente vertical de la velocidad, V,,
resulta ser de 0,21 m/s. Los resultados de los dos cocientes que aparecen en
las expresiones (6.41-42) para animales de diferentes masas pueden verse en
la tabla 6.4.

Tabla 6.4. Potencia relativa necesaria para subir una pendiente
Animal Masa corporal P.. P..
TB I:)hor
ratén 10 ¢ 0,76 0,12
ardilla 100 g 1,4 0,25
persona 70 kg 7,0 2,1
caballo 600 kg 12 4,4
elefante 5.000 kg 20 8,9

Para un raton de 10 g de masa y para una ardilla de 100 g, el aumento de
potencia metabdlica para ascender la pendiente es menor o del orden de la
necesaria para mantenerse en actividad normal y, por lo tanto, inapreciable.
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Por el contrario, para una persona de 70 kg, para un caballo de 600 kg y para
un elefante de 5 toneladas, la potencia metabdlica necesaria para ascender una
pendiente moderada es ya muy superior a la tasa metabolica en actividad normal
y a la necesaria para moverse en horizontal. Asi, para un animal de pequefio
tamafio, como un ratén o una ardilla, el trabajo necesario para ascender una cierta
altura es una fraccion pequefia de la energia total consumida y no hay mucha
diferencia entre moverse sobre un plano o subiendo, lo que les permite trepar
verticalmente con facilidad. Por el contrario, para un animal de gran tamafio, la
energia necesaria para elevar su cuerpo a lo largo de una pendiente supone un
incremento enorme de la energia que debe consumir y de ahi las dificultades
que tienen animales como vacas, caballos o elefantes para desplazarse sobre
pendientes.

6.6 Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.1 Lord Rayleigh, en 1915, imagind las estrellas como esferas
liquidas oscilantes que se mantenian como cuerpos compactos por la propia
atraccion gravitatoria de la materia que las conforma. Los parametros
esenciales son, en este contexto, la masa, el radio y la constante de Newton
G. Encontrar, mediante el analisis dimensional, la dependencia con estos
parametros de la frecuencia de vibracion de dichos cuerpos.

Sol.. v=k /G% =k'\/Gp

Es decir, la frecuencia de vibracion no depende separadamente de la masa
y el radio de la estrella, sino solo de la densidad.

Ejercicio 6.2 Enel contexto de lasteorias que buscanintegrar laRelatividad
y la Fisica Cuantica, existen tres constantes universales basicas que son la
velocidad de la luz c, la constante de Newton G vy la constante de Planck 7,
cuyo significado veremos en el capitulo 23 al introducir algunas nociones de
Fisica Atdmica y Nuclear. El valor de 7 es de 1,05x10™* Js, es decir, tiene
dimensiones de momento angular, ML°T ', Existen, en este contexto, una
longitud y un tiempo funcién de estas constantes, llamadas longitud y tiempo
de Planck, cuyo valor debe poseer un significado fundamental. Encontrar la
expresion genérica de estos parametros y su valor aproximado tomando la
constante sin dimensiones que aparece en ambas expresiones igual a 1.

1
Sol.: Loy = k[%jz =10 mt,. . =

3 Planck
C

i ~10*s
C
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A la increiblemente pequefa distancia | _ ., las interacciones entre
particulas elementales sélo podran describirse mediante teorias, todavia
no descubiertas, que unifiquen la Relatividad y la Fisica Cudntica, y
entre el Big Bang, que representa el momento inicial en la historia del
Universo, y t, . resulta imposible entender, mientras no dispongamos de
dichas teorias, los fenédmenos fisicos que tuvieron lugar en ese intervalo

de tiempo.

Ejercicio 6.3 Encontrar la relaciéon entre superficie y volumen de un
cilindro cuya base tiene radio R y de altura h. Encontrar los limites en el
caso de una moneda de espesor cero (h — 0) y de un cilindro muy alargado
que tiende a un hilo (h —» «).

Sol.; S = 2,931+

0,67
z

V¢ siendo z = h
R
Cuando h—0, S/V® o (el volumen tiende a cero pero no la
superficie)

Cuando h— 0, S/V® — o (la superficie y el volumen tienden a cero,
pero el volumen lo hace méas rapidamente)

Ejercicio 6.4 Considérese una serpiente cuya forma aproximada es un
cilindro de un metro de largo con una seccion de dos centimetro de radio.
Encontrar la relacion entre la superficie y el volumen.

Sol.: S ~11xV %%

Ejercicio 6.5 Para el caso de un cilindro, encontrar la relacion entre
altura 'y radio (el valor de z) que minimiza la relacion S/V %€,

Sol.: z=2,esdecir, h=2R
Para este caso, S =5,54xV %%
Ejercicio 6.6 El area de un cono es s =zR*+xzRI, donde R es el radio de

. . 1
la base y | la longitud de la generatriz. El volumen es V = =zR*h, donde h
es la altura. Teniendo en cuenta que 1> = R? + h?, calcular la relacién entre

. , . h .
superficie y volumen de un cono en funcion de la variable z = — que sirve
para caracterizar su forma. R

1+41+2% 2

Sol: §=3,06——""V
Zé
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Lomismoqueenel casodelcilindro, cuando ztiende acero (cono rechoncho
que tiende a confundirse con su base) o a infinito (cono muy alargado que
1++1+ 2

2

73
infinito, debido a la rapida anulacion del volumen en comparacion con la
superficie. Calcular el valor de z que minimiza k y el valor minimo de k, es
decir, la relacion entre superficie y volumen para los conos tales que, para un
volumen dado, su superficie es maxima.

tiende a convertirse en un hilo), la constante k = 3,05 tiende a

Sol.. 7=2J2~2,83: S =6,10xV°

Se comprueba, por lo tanto, que la constante k para un cono es superior
a la del cilindro optimo y, desde luego, a la de la esfera.

Ejercicio 6.7 Si un gato tiene una fuerza relativa igual a 1 y un tigre es
similar pero tres veces mas grande, calcular la fuerza relativa de este dltimo.

Sol.: £=0,33

Ejercicio 6.8 Un gélago es capaz de elevar su centro de masas 2 m en
salto vertical. Suponiendo que sea capaz de contraer los musculos de forma
que éstos desarrollan un trabajo de 100 J/kg, calcular la proporcién de su
masa corporal que corresponde a los musculos saltadores.

Sol.: 19,6 por ciento

Ejercicio 6.9 Calcular: a) la potencia metabolica que tiene que desarrollar
un atleta de 60 kg que es capaz de correr la maraton (42,195 km)en 2 h'y
15 min; b) la energia consumida en kilocalorias. Si en el resto del dia en el
que corre la carrera, su tasa metabolica es la media para una persona de ese
peso (unos 120 W), calcular, c) el aporte de energia que tienen que tener los
alimentos ingeridos ese dia (tomese k, =11 en la expresion (6.38)).

Sol.: @) P~1000W; b) E=1.940kcal; c) E =4.190 kcal

Ejercicio 6.10 Una liebre de 3kg es capaz de correr en llano de forma
sostenida a una velocidad de 10 m/s. Calcular: a) la potencia metabolica
que tiene que desarrollar. Si asciende por una pendiente del 15 por ciento y
desarrolla la misma potencia, calcular: b) la velocidad a la que se desplaza.
Consideremos ahora un galgo de 20 kg. Calcular: c) la velocidad a que puede
desplazarse en Illano suponiendo que la relacion de velocidades se ajusta a la
expresion v o« M%8y d) la potencia metabdlica que necesita desarrollar para
moverse a esa velocidad en llano. Suponiendo que la potencia se mantiene
constante, calular, e) la velocidad a la que se desplaza el galgo por esa misma
pendiente. (tmese k, =11 en la expresion (6.38))
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Sol.: @) PRy,.=240W, Db V,.=56ms;c) v
d) P,

=1.180W; ¢ Vyaigo = 5,6 m/s

=13,8 m/s;

galgo

algo
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Capitulo 7. El metabolismo y las
leyes de escala

Los seres vivos necesitan consumir energia para realizar todas sus fun-
ciones vitales: mantener activos sus organos, impulsar los distintos fluidos
corporales, mantener los potenciales celulares y las bombas ionicas de las
membranas, moverse, etc. Esa energia la adquieren en forma de energia
quimica contenida en los alimentos y liberada, principal aunque no Unica-
mente, a través de procesos de oxidacion. EI metabolismo es el conjunto
de procesos que sirven para transformar esa energia quimica en energia
utilizable por el organismo, y llamamos tasa o ritmo metabdlico a la can-
tidad de energia por unidad de tiempo consumida por un organismo
para poder atender a todas sus funciones, es decir, una cantidad con
dimensiones de potencia. Como ya vimos en el capitulo 5, una forma féacil
de cuantificar la tasa metabdlica es medir la cantidad de oxigeno consumido
por unidad de tiempo puesto que la oxidacion de hidratos de carbono y otras
moléculas energéticas genera, en promedio, 20 J de energia por mililitro de
O, consumido. La identificacion entre tasa metabolica y el ritmo de con-
sumo de oxigeno no es completamente exacta, ya que existen formas de
metabolismo anaerobio en las que hay transformacion de energia pero no
consumo de oxigeno. No obstante, en todos los organismos pluricelulares y
en lamayoria de los unicelulares el metabolismo es aerobio, es decir, basado
en el consumo de oxigeno, excepto en momentos muy cortos de esfuerzo
intenso. Asi pues, para la inmensa mayoria de los seres vivos ambos con-
ceptos son equivalentes y asi los consideraremos.

En el caso de los organismos dotados de movimiento el ritmo metabdlico
cambia con su grado de actividad. Para el caso de que se encuentren en
completo reposo, es decir, sin gasto alguno en mover el cuerpo ni tampoco
en mantener el tono postural tipico de la situacion de actividad normal, la
cantidad de energia consumida por unidad de tiempo se llama tasa metabdlica
basal o, mejor, por las razones expuestas en el capitulo 5, tasa metabdlica
en reposo. Esta tasa metabolica se mide para el animal en completo reposo,
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en un entorno térmico neutral (mantener la temperatura corporal en un
ambiente demasiado frio o demasiado caliente requiere un consumo de
energia suplementario) y en un estado posabsortivo del animal (la digestion
requiere también incrementar el ritmo metabdlico). Cuando el animal se
mueve, la tasa metabdlica aumenta y puede llegar a superar un valor del
orden de diez veces la tasa en reposo, mientras que a lo largo de una jornada
el gasto de energia es un promedio entre los correspondientes al reposo y
a los distintos niveles de actividad motora, denominandose, a veces, como
tasa metabolica de campo. Llamamos tasa metabolica especifica a la tasa
metabolica por unidad de masa corporal, es decir, al consumo de energia
por unidad de tiempo y de masa.

7.1 Laley de Kleiber

7.1.1 La regla de la superficie

Ya desde principios del siglo X1X, como consecuencia del establecimiento
de la ley de la conservacion de la energia, se sabia que debe haber una cierta
relacion entre el ritmo de consumo energético y la masa corporal. En efecto, la
tasa metabolica se refleja en la velocidad con que se mueven 6rganos internos
como el corazén y los pulmones, en el aporte de productos alimenticios a
todas las células del organismo y, como veremos, al ritmo de toda la actividad
vital, incluidos la reproduccién y el envejecimiento. Asi, si todos los animales
tuvieran el mismo grado de actividad metabolica, es decir, mismo consumo
energético por célula, mismo ritmo cardiaco, etc., la tasa metabdloca especi-
fica (por unidad de masa) tendria que ser la misma o, lo que es equivalente, la
tasa metabdlica tendria que crecer de forma proporcional a la masa corporal.
Por otra parte, toda la energia consumida, excepto una pequefia parte que se
transforma en energia mecanica de desplazamiento, se disipa al entorno en
forma de calor. Ahora bien, la velocidad de disipacién, para tejidos organicos
de propiedades similares, depende del area de la superficie corporal y ésta no
varia proporcionalmente a la masa, sino, como sabemos del capitulo prece-
dente, a M %7

Asi, a medida que los animales ganaran en tamafio tendrian cada vez mas
dificultades para disipar el calor generado y llegarian a asfixiarse. Desde luego,
un cambio de forma que aumente la superficie corporal mas rapidamente que

la potencia 2 de la masa tenderia a aliviar el problema, pero para diferencias
3

enormes de masa como la existente entre un ratén y un elefante esta correccion
no puede colmar la considerable diferencia entre generacion y disipacion
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de calor. Por otra parte, el aumento relativo de superficie corporal para los
animales pequefios implica una pérdida de calor mas rapida y eficaz, lo que
debe contrarrestarse con un metabolismo acelerado respecto de los animales
grandes. Este razonamiento llevo, a mediados del siglo XIX, a formular una
especie de regla, conocida como la regla de Bergmann, segin la cual en los
climas frios los animales de sangre caliente tienden a ser de mayor tamafio
que sus parientes proximos que viven en climas célidos a fin de minimizar las
pérdidas de calor. Una regla llena de excepciones, que ha suscitado grandes
controversias.

La conclusion es que la tasa metabdlica en los animales, sea cual sea su
especie, tiene que aumentar mas lentamente que la masa, lo que implica
que la tasa especifica disminuye con la masa corporal. Esta conclusion se
verifica empiricamente con la simple observacion de los ritmos vitales de un
animal grande, vaca, caballo o elefante, con el de uno pequefio, raton o ardilla.
Todos los procesos fisiologicos y el ritmo con el que deben alimentarse los
primeros son visiblemente mas lentos que en los segundos, tal y como se
concluye del simple argumento que relaciona consumo y disipacion de energia.
Lo mas intuitivo es pensar que la tasa metabdlica en reposo es proporcional a
la superficie corporal, es decir:

P, oc M %
I:)B

B o MO

De esta forma, todos los animales tendrian la misma facilidad para disipar
laenergia consumida a cambio de que su metabolismo fuera considerablemente
mas lento a medida que su tamafio creciera.

7.1.2 La ley de Kleiber

Estimar la tasa metabolica basal de un animal es una tarea complicada
que requiere, en primer lugar, medir el consumo de oxigeno y, en segundo
lugar, definir las condiciones en las que debe hacerse; normalmente en
completo reposo, en un entorno térmico neutral y en estado posabsortivo,
lo que se consigue una vez transcurrido un lapso de tiempo después de
la ultima comida, que debe ser tanto mas prolongado cuanto mas grande
es el animal. A veces los investigadores extrapolan las mediciones real-
izadas en otras condiciones y obtienen asi el valor de la tasa en reposo,
pero hay, en todos los casos, una incertidumbre experimental que es preciso
considerar. En 1932, Max Kleiber, un quimico agricola suizo que trabajaba
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en la Universidad de California, en Davis, recopilé todos los datos exis-
tentes sobre ritmo metabdlico en reposo de mamiferos, desde ratas de unos
150 kg a venados de unos 700 kg (es decir, un intervalo en el que el valor
mas alto equivale a mas de 4.000 veces el mas bajo) y encontrd una relacion
alométrica, pero no con un exponente igual a 0,67 como se espera de la regla
de la superficie, sino igual a 0,75. Recuérdese que las relaciones alométricas
se visualizan mejor en diagramas con escala logaritmica, por lo que la figura
7.1, que muestra la ley de Kleiber, y la mayoria de las contenidas en este
capitulo son de ese tipo.
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Fig. 7.1. Tasa metabdlica en reposo para mamiferos y aves en un estudio experimental
publicado poco después de que se formulase la ley de Kleiber. Benedict (1938), adaptada de
Schmidt-Nielsen (1984).

El resultado que obtuvo es:
P, oc M %™

Y dadas las incertidumbres a que hemos hecho referencia, el mismo
Kleiber penso que el valor del exponente 0,74 era indistinguible, desde el
punto de vista experimental, de 0,75, que es el valor aceptado y utilizado
universalmente. A partir de ese momento se sucedieron las medidas sobre
la tasa metabodlica de multitud de organismos y los resultados confirmaron
la llamada ley de Kleiber. Tan sélo seis afios después de haberse publicado
su primer articulo, ya se habia ampliado la relacion de datos hasta ratones
de unos 10 gramos y elefantes de 5 toneladas, incluyendo aves, como puede
verse en el grafico de la figura 7.1. Se han estudiado también reptiles, peces,
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plantas vasculares y microorganismos y, en todos los casos, el exponente de
la relacion entre tasa metabolica en reposo y masa corporal es del orden
de 0,75.
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Fig. 7.2. Tasa metabolica en reposo en funcién de la masa corporal para tres grandes
grupos de organismos. Las lineas corresponden a relaciones alométricas con exponente 0,75
pero con diferentes constantes de normalizacion. Hemmingsen (1960).

En 1961, el mismo Kleiber consider6 que la expresion mas fiable de la tasa
metabdlica en reposo para mamiferos era:

P, =70 x M®" kcal/dia

con M expresado en kilogramos. Las dificultades experimentales y la
variabilidad de las condiciones en las que se mide el ritmo metabdlico
hacen que no sea posible distinguir el exponente 0,75 de 0,73 o 0,76, pero
lo que estd demostrado con certeza es que no es 0,67 como se habia creido
razonando a partir de la superficie corporal y la disipacion del calor generado
en el metabolismo. Los resultados suelen expresarse, como hizo Kleiber, en
kcal/dia, pero, puesto que se trata de una magnitud con dimensiones de
potencia, es interesante también darlos en vatios mediante la siguiente formula
de conversion:

3
1 kealidia = 2183510 _ 6 5484 W
24 x3.600s
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Asi, la relacion de Kleiber para mamiferos resulta ser:

P,=34x M5 W (7.1)

cuando la masa M se expresa en kilogramos. Lo que para una persona de
70 kg equivale a unos 82 W (1.700 kcal/dia), para un raton de 20 gramos a
unos 0,18 W (3,7 kcal/dia) y para un elefante de 5 toneladas a unos 2.000 W
(41.000 kcal/dia). Es frecuente también expresar la tasa metabdlica en unidades
de ml de O, consumidos por segundo:

3,431/s

P, =3,4xM%°PW=—"""""_
20 J /mlO,

xM®® =0,17xM°” mlO, /' s

Cuando la tasa metabolica se expresa en ml O,/s, muchos textos utilizan la
notacion VO,, o velocidad de consumo de oxigeno, de forma que el consumo
basal de oxigeno para mamiferos seria:

VO, =0,17xM*®mlO,/s

Ejemplo. Si el factor de escala lineal entre Gulliver y un liliputiense es
de 10, la relacion entre sus masas es 1.000. Pero la racion de comida diaria
de Gulliver no es de 1.000 raciones liliputienses, como se tiene tendencia
a pensar, ya que la superficie de Gulliver es sélo 100 veces superior a la
de un liliputiense y le resultaria imposible disipar el calor resultante de un
metabolismo mil veces mas intenso. De acuerdo con la regla de la superficie,
le deberian bastar 1.000 #3 = 100 raciones, lo que resulta en un ritmo vital
mucho mas lento que el de los comparativamente bulliciosos liliputienses.
De acuerdo con la ley de Kleiber, la cantidad de comida necesaria para
Gulliver deberia ser equivalente a 1.000 ®™ = 178 raciones liliputienses. Su
ritmo vital ser4 mas lento, pero no tanto como el que se deriva de la ley de la
superficie. Aun asi, tendra un remanente de calor dificil de disipar a través
de su superficie. Por lo tanto, no es verosimil que puedan existir organismos
de dimensiones tan diferentes con la misma forma. Lo normal seria que un
organismo como el de Gulliver hubiera desarrollado una forma tal que su
superficie corporal fuera mayor que la que tendria en caso de ser una simple
copia ampliada de un liliputiense (por ejemplo, con las orejas mas grandes
o con formas menos redondeadas) o estuviera menos protegida por el pelo
(o la ropa).

La tasa metabolica especifica se obtiene de forma inmediata:

Pe _3 40 M 0= Wikg
M
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que nos indica que el ritmo metabolico por unidad de masa disminuye cuando
la masa corporal aumenta. Un elefante necesita consumir en reposo 0,4 W por
kilogramo de su masa, mientras que una persona necesita 1,2 W por kilogramo
y un ratén 9 W por kilogramo.

La ley de Kleiber tiene un significado estadistico claro pero no es una
descripcion precisa de las propiedades de los organismos individuales. Incluso
hay grupos de organismos que se desvian de la linea de regresion alométrica.
Asi, los mamiferos mas pequefios, como las musarafias de unos gramos,
tienen un metabolismo algo superior al predicho por la ecuacion (7.1), debido
a que experimentan una rapida pérdida de calor propia de un cuerpo cuya
relacién masa/superficie es extremadamente pequena; y lo mismo ocurre con
los mamiferos marinos, focas y ballenas, por ejemplo, seguramente debido
a gue necesitan un gasto superior de energia para mantener la temperatura
corporal en el agua fria. Los animales adaptados a la vida en el desierto, por
el contrario, tienen un ritmo metabolico menor que el “normal” seguramente
también por razones de adaptacion al medio.

Los grandes grupos de animales como los mamiferos, los reptiles,
los peces y otros, tienen ritmos metabdlicos muy distintos para la misma
masa corporal. En general, los animales poiquilotermos (de temperatura
corporal variable) tienen una tasa metabdlica basal mucho menor que
la de los homeotermos (de temperatura corporal constante) a igualdad
de masa, lo que se traduce en valores muy distintos del coeficiente que
aparece en la relacion alométrica, pero si se comparan animales de distintos
tamafios dentro de un mismo grupo, la variacion de la tasa metabdlica
con la masa se ajusta siempre al exponente 0,75, como se comprueba en
la figura 7.2. En resumen, dicho exponente describe de forma aproximada
y comprensiva la variacion de la tasa metabodlica con el tamafio para un
enorme espectro de seres vivos, desde microorganismos unicelulares hasta
las ballenas, cubriendo cerca de 18 érdenes de magnitud (un factor de 10%)
en masa corporal.

Las relaciones alométricas en general, y la de Kleiber en particular,
expresan de modo simple regularidades en los seres vivos, que son los
sistemas mas complejos que existen. De hecho, son practicamente los Unicos
ejemplos de leyes cuantitativas universales en biologia que afectan al conjunto
de los organismos y, como veremos, su origen debe situarse en principios muy
generales comunes a todos ellos.

Un ejemplo interesante y verificable de la ley de Kleiber es el cambio en
la tasa metabolica de los bebés. En efecto, mientras el feto esta en el interior
del cuerpo de la madre, desde el punto de vista metabdlico se comporta como
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un 6rgano de ésta y la tasa metabolica especifica es la que corresponde a
una masa corporal de unos 70 kg, es decir, 70 x 70-%% = 24 kcal/(dia x kg).
Inmediatamente después de nacer sigue manteniendo ese mismo ritmo
metabdlico, pero la actividad energética de las mitocondrias de sus células,
asi como la de los aparatos circulatorio y respiratorio, aumenta hasta llegar
a situarse, tras un intervalo del orden de 36 horas, en un ritmo que es el que
le corresponde de acuerdo con la ley de Kleiber. Para un bebé de 3 kg, seria
70 x 39% = 53 kcal/(dia x kg), lo que supone méas que duplicar su tasa
metabolica especifica.

En las aves, pueden distinguirse dos grandes grupos, los paseriformes,
como los gorriones o las palomas, y los no paseriformes, como los pingiiinos
o las avestruces. Los primeros tienen masas generalmente pequefias, desde
pinzones de unos 6 gramos hasta cuervos de cerca de un kilogramo, mientras
que los segundos cubren un rango de masas mucho mayor, desde los colibries
de unos 3 gramos hasta las avestruces de cerca de 100 kilogramos. La tasa
metabolica en reposo para ambos grupos se ajusta a relaciones alométricas
con un exponente del orden de 0,75, pero el coeficiente es distinto. Para los
no paseriformes la tasa metabolica es indistinguible de la de los mamiferos,
mientras que en el caso de los paseriformes casi duplica la de los mamiferos
a igualdad de masa.

Medir la tasa metabdlica de los poiquilotermos, como los reptiles, los
anfibios o los peces, es todavia mas dificil que en los animales de temperatura
corporal constante, ya que cambia notablemente en funcion de latemperatura
ambiente, la estacion del afio, la hora del dia, las reservas de alimento y
muchos otros factores externos. Lo unico que puede hacerse es unificar
las condiciones en las que se hacen las observaciones experimentales. Aun
asi, hay una enorme dispersion de resultados, con exponentes en la relacion
alométrica que relaciona tasa metabodlica y masa que varian entre 0,6 y 1,0,
lo que refleja las dificultades inherentes a las medidas de la tasa metabdlica
en estos grupos de animales. En todo caso, el coeficiente k en la expresion
P, = kM ?#, que equivale a la tasa metabdlica en reposo para un animal de 1
kg de masa, es muy inferior al que corresponde a mamiferos o aves. En el
caso de los reptiles es del orden de 3 a 4 kcal/dia (de 0,15 a 0,19 W), es decir,
un factor 20 veces menor que para los mamiferos.

7.1.3 Derivacion de la ley de Kleiber

Cabe preguntarse por la razon de que el metabolismo de los animales se
ajuste a una relacion alométrica con un exponente del orden de 0,75y no a
la simple regla de la superficie con un exponente 0,67. Como veremos mas
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adelante, la emergencia del valor 3/4 dara lugar a que aparezcan multitud de
leyes alométricas con exponentes multiplos de 1/4. Este hecho y la universal-
idad de la ley de Kleiber sugieren que se debe a la existencia de condiciones
muy basicas comunes a todos los seres vivos que acttan a lo largo de todo el
proceso evolutivo.

Durante mucho tiempo, la Gnica explicacion fue cualitativa, en el sentido
de que dicho exponente representa una especie de compromiso entre la
tendencia a que el calor generado por el metabolismo se disipe a travées de
superficies que crecen isométricamente con el tamafio, lo que llevaria al
exponente 0,67, y la tendencia a que el metabolismo asegure un ritmo vital
elevado, independiente del tamafio, lo que llevaria a un exponente igual a 1.

Otra posibilidad es que, en realidad, la tasa metabdlica sea la suma de dos
términos, uno con exponente 0,67, que seria el asociado al metabolismo de
mantenimiento de las funciones vitales, que variaria de acuerdo con la regla
de la superficie, y otro con un exponente 1, asociado al entorno gravitatorio
en el que los animales han debido evolucionar. La fuerza gravitatoria es
proporcional a la masa y, por lo tanto, habria una parte del metabolismo,
que dependeria de la masa con un exponente 1 necesario para contrarrestar
la accion de la gravedad. Se trata de una posibilidad dudosa y sin ninguna
apoyaturaexperimental, que no consideraremos en lo que sigue, aungque, COmo
veremos, hay derivaciones de la ley de Kleiber que incorporan ingredientes
similares.

El modelo de McMahon

En 1973 McMahon propuso una explicacion esencialmente mecénica
del exponente de Kleiber. Empezo estudiando las dimensiones de los
huesos de las extremidades para poder resistir el peso del organismo
y también las tensiones elasticas generadas durante el movimiento. Ya
sabemos del capitulo precedente que eso implica que las dimensiones de
dichas extremidades no pueden variar isométricamente, sino que si lla-
mamos | asu longitud y d a su diametro, deben ajustarse a una relacion
de semejanza elastica del tipo:

N w

d ol

Si la masa de las extremidades es una fraccion de la masa corporal, ésta
sera, por lo tanto:

2 8
3 3

M ocd?l cd?d3 =d
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de donde:

3

docMB8

Ahora bien, la potencia desarrollada por los musculos es proporcional
a la fuerza muscular y a la velocidad de contraccion. Esta Gltima es
aproximadamente la misma para musculos homoélogos en diferentes
organismos, por lo que la diferencia neta entre unos animales y otros,
en cuanto a potencia muscular se refiere, radica en la fuerza que, como
sabemos, es proporcional a la superficie transversal del musculo:

3\2 3
Pocdzoc(M5] =M*

Si hacemos la hipotesis de que esta expresion describe la potencia
desarrollada por toda la masa muscular, todos los procesos metaboélicos que
sirven para proveer de energia a los masculos deben ajustarse a la misma
expresion en funcion de la masa corporal, lo que daria como resultado que
la tasa metabdlica satisfaga la ley de Kleiber.

Una de las consecuencias de esta derivacion es que muchas variables
metabdlicas relacionadas con el suministro de energia a los musculos,
como las relacionadas con la circulacion de la sangre o el intercambio de
aire en los pulmones, deben comportarse de forma analoga, como veremos
en lo que sigue. Por otra parte, la derivacion se apoya en un gran namero
de hipétesis no bien establecidas y en las proporciones de las extremidades
que se derivan de la semejanza elastica, que, como sabemos, sélo se aplican
con cierta exactitud a algunos grupos de mamiferos.

El modelo fractal

En 1997, West, Brown y Enquist propusieron una explicacion tedrica
de la ley de Kleiber basada en las propiedades de la red de suministro
energético que todo ser vivo debe poseer. En efecto, las unidades del meta-
bolismo son ciertos organulos celulares, en particular las mitocondrias,
pero tanto los alimentos como el oxigeno deben ser allegados a todas
las células del cuerpo mediante una red ramificada cuyos ejemplos mas
caracteristicos son el sistema circulatorio para los animales o el sistema
vascular para las plantas. Los mecanismos de bombeo, por su parte, son
muy diferentes, desde la bomba muscular pulsante que es un corazon, en
los animales, hasta los gradientes de concentracion y presion de vapor
que generan la circulacion de fluidos en las plantas, pero hay ciertas
caracteristicas universales que las redes deben satisfacer y que estan en la
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base del comportamiento del metabolismo en funcion de la masa corporal.
Las hipétesis basicas son:

a) La red de distribucion estd ramificada de forma que llega a cubrir todo
el volumen del organismo.

b) La ultima rama, en la que se realiza el intercambio directo de nutrientes
con las células (los capilares en el sistema circulatorio de los animales y
los peciolos del sistema vascular de las plantas) tiene un didmetro fijo. Esta
condicion, verificada experimentalmente, se deriva del hecho, ya comentado,
de que el tamafio de los seres vivos varia porque varia el nimero de células que
los componen, no el tamafio de éstas, que es el mismo en todos los casos, tanto
las receptoras de oxigeno como los glébulos rojos.

¢) Los organismos han evolucionado de forma que han minimizado la
energia requerida para efectuar el transporte a través de la red.

De estos principios, que combinan condiciones fisicas y geométricas, se
deduce que los sistemas vasculares tienen una estructura fractal, es decir,
que las pautas de ramificacion se repiten indefinidamente en cada nivel, asi
como un conjunto de relaciones que comprende, de forma significada, la ley
de Kleiber. No especificaremos aqui los detalles de la demostracion, pero si
cuales son los resultados que se van derivando de los principios enunciados
mas arriba y cobmo se combinan para dar la forma de la tasa metabdlica.

Empezaremos describiendo los rasgos mas generales de lared de transporte.
Se trata de un conjunto de conductos, que consideraremos cilindricos, que
se va bifurcando de forma que el tamafio de los conductos resultantes de la
bifurcacién es cada vez més pequefio.

b)

Fig. 7.3. a) Esquema del sistema vascular con dos niveles de ramificacion por encima del
nivel basico. b) En un nivel de ramificacion k, cada conducto tiene un radio medio r. una
longitud media |, y la sangre circula por su interior a una velocidad v, .

En el caso de los animales, los primeros niveles son vasos sanguineos de
didmetro grande que se van estrechando en las sucesivas ramificaciones, mientras
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que en las plantas los vasos anchos son, en realidad, conjuntos paralelos de con-
ductos estrechos, que se van separando en conjuntos con menos vasos cada vez,
pero, desde el punto de vista del volumen de fluido transportado, ambas confor-
maciones son equivalentes.

Que la configuracion resultante sea fractal significa en este caso que, en cada
nivel de ramificacion, el nimero de conductos, n, en que se divide un conducto
del nivel precedente es siempre el mismo (n~3 en los mamiferos), y que la
relacién entre longitud y la anchura de los conductos derivados respecto de las del
conducto madre sean también parametros constantes, independientes del nivel de
ramificacion.

Ademas de demostrarse, a partir de estos principios, que la tasa metabdlica
es proporcional a M®™, se obtienen otros resultados interesantes, como que el
namero total de capilares de un animal crece también con M®™, o que el nimero
de ramificaciones, desde la aorta a los capilares, es proporcional al logaritmo de la
masa corporal, de forma que para un raton hay unas 16 ramificaciones mientras
que para una ballena, cuya masa corporal es 10 millones de veces superior, llega
casi a 30 ramificaciones y en los humanos es del orden de 22. También se puede
demostrar, en el marco de este modelo, que el radio de la aorta es proporcional a
M8y que la presion arterial y la velocidad de lasangre en la aorta es independiente
de la masa corporal. Esta conclusion es en verdad asombrosa. En efecto, la aorta
de una ballena es un cilindro de cerca de 30 cm de didmetro, mientras que la de
una musarafa tiene un diametro del orden de dos décimas de milimetro y, sin
embargo, la velocidad de la sangre y la presion arterial es aproximadamente la
misma en los dos casos, observandose en la practica muy poca dependencia con
la masa, apenas un exponente del orden de 0,07 y 0,03, respectivamente. Pueden
encontrarse los resultados experimentales acerca de las variables vasculares
mencionadas y su comparacion con las predicciones del modelo en la siguiente
tabla:

Tabla 7.1. Relaciones alométricas para ciertas variables del sistema circulatorio
Variable cardiovascular Exponente predicho Exponente medido
Radio de la aorta, 7, 0,375 0,36

Velocidad de la sangre en la aorta, v, 0 0,07

Volumen de sangre, v, 1 1,00

Numero de capilares, N, 0,75 No hay datos
Presion arterial 0 0,03

Tasa metabdlica, P, 0,75 0,75
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Una consecuencia claramente incorrecta de este modelo es que predice que la
velocidad del fluido es la misma en cada nivel de vaso, desde la aorta a los capilares.
Obviamente esta condicion no se cumple en los ultimos niveles (que corresponden
a los vasos mas estrechos). En efecto, la sangre circula por la aorta a una velocidad
del orden de decenas de centimetros por segundo, mientras que en los capilares,
para que el intercambio de nutrientes con las células sea eficaz, esta velocidad ha
debido reducirse a milimetros por segundo. El origen de esta discrepancia es que,
en una primera aproximacion, no se tiene en cuenta el caracter pulsatil del flujo
sanguineo, sobre todo, la viscosidad en el movimiento de lasangre. Al incorporar
estos dos factores, se observa que en los primeros niveles, correspondientes a los
vasos mas anchos, sus efectos son menores y se conserva la velocidad en cada
ramificacion, mientras que en los niveles de conductos mas estrechos aparece
una resistencia a la circulacion que hace que la velocidad vaya disminuyendo. Por
ejemplo, en los humanos, la velocidad permanece aproximadamente constante
en las ocho o diez primeras ramificaciones y disminuye a partir de ese punto. El
tratamiento mas detallado y completo del flujo sanguineo muestra que el hecho de
que las condiciones enunciadas mas arriba sean validas para los primeros niveles
de vascularizacion basta para preservar las consecuencias globales, en particular
la ley de Kleiber. En el capitulo 14 se vera con detalle como afecta la viscosidad
a la pérdida de velocidad en los vasos mas estrechos.

Puede hacerse un desarrollo similar para el sistema vascular de las plantas y
el resultado es el mismo. La tasa metabdlica depende alométricamente de la masa
de la planta con un exponente igual a 0,75.

Una de las dificultades que tienen los dos modelos anteriores es que, al
centrarse en un unico fendmeno que controla las capacidades metabdlicas,
hace dificil entender las distintas pautas de consumo energético, por ejemplo
el minimo que corresponde al metabolismo basal o en reposo y el que
corresponde al maximo esfuerzo muscular. En efecto, si una Unica causa limita
la tasa metabdlica en reposo, es dificil entender que ésta pueda aumentar en
situacion de maxima actividad porque tendria que desbordar un limite que ya
esta actuando en el reposo.

Asi, se han propuesto modelos en los que se estudia el proceso metabdlico en
detalle, combinando el comportamiento de cada uno de los pasos; por ejemplo la
ventilacion pulmonar, el trabajo cardiaco, la circulacion, el intercambio celular,
el transporte intracelular, la sintesis de ATP y de proteinas, el mantenimiento de
los potenciales ionicos, etc. Por ejemplo, Darveau et al., en 2002, llegan, para el
reposo, a un exponente global cuyo valor es del orden de 0,75, de acuerdo con
la evidencia experimental, pero en el caso de maximo esfuerzo no sélo varia la
constante k, que se multiplica por diez, aproximadamente, respecto de su valor
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en el reposo, sino que el exponente a es del orden de 0,88, proximo al valor
experimental de 0,85.

La existencia de varios modelos para explicar desde un punto de vista tedrico
la dependencia de la tasa metabdlica con la masa es una indicacion de que se trata
de un problema no resuelto de forma convincente. Los distintos modelos suponen
métodos de aproximacion diferentes que, seguramente, habra que tener en cuenta
en una explicacién mas consolidada del fenémeno, pero en estos momentos la
cuestion sigue siendo debatida y objeto de numerosos trabajos de investigacion. El
modelo fractal, por su parte, aunque s6lo sea una aproximacion parcial al problema
y conceptualmente esté méas relacionado con la tasa metabdlica en actividad
que con la de reposo, incorpora elementos comunes a todos los organismos
pluricelulares que ayudan a entender la universalidad de la ley de Kleiber.

714 La tasa metabdlica mdxima

La tasa metabdlica necesaria para mantener el maximo de esfuerzo aerobico,
por ejemplo en carrera 0 en vuelo a laméaxima velocidad sostenida que sea posible,
depende, como hemos mencionado en el parrafo precedente, de la capacidad del
sistema respiratorio y cardiovascular para mantener un flujo continuo de oxigeno
desde el entorno a las mitocondrias celulares.

En mamiferos, dicha tasa metabdlica es del orden de 10 veces la que
corresponde al reposo. Estudios experimentales realizados por Taylor y Weibel
en 1981 para 22 especies dieron como resultado un ritmo metabdlico:

P ~38xM%*wW (7.2)

con la masa expresada en kilogramos. La inclusion de datos existentes en la
literatura para 23 especies mas modifico el exponente promedio hasta llevarlo
a un valor del orden de 0,85. En la expresion (7.2) se aprecia que la tasa maxima
para un animal de un kilogramo es 38 vatios, unas 11 veces superior a los 3,4
vatios de la tasa metabdlica en reposo para esa misma masa. Para una persona
de 70 kg, el factor es algo superior debido a que el exponente alométrico es mas
grande que el que aparece en la tasa metabolica en reposo. Aplicando la formula
(7.2), resulta una tasa maxima de unos 1.200 W, unas 15 veces superior a la tasa
en reposo (80 W), que es del orden de la resefiada en la tabla 5.2 para el pedaleo
sostenido a gran velocidad.

Sin embargo, hay excepciones notables a esta conclusion. Como ya hemos
visto en el capitulo 5, los atletas de primer nivel mundial, con un entrenamiento
intensivo, son capaces de alcanzar un nivel metabdlico méximo superior, lo
mismo que las variedades de caballos y perros que han experimentado un largo
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proceso de seleccion para poder sostener velocidades muy elevadas. En general,
los animales domésticos tienen una tasa metabdlica maxima que puede ser
muy superior a la media de las especies naturales, por ejemplo en el caso de los
animales corredores, o bien muy inferior, como en el caso del ganado criado para
dar carne o leche. Como también vimos en el capitulo 5, pueden desarrollarse
tasas metabdlicas muy superiores durante intervalos de tiempo muy cortos (del
orden de segundos) en esfuerzos basados en el metabolismo anaerobio.

Las aves alcanzan, en promedio, una tasa metabdlica maxima superior,
comparativamente, a la de los mamiferos, con una constante multiplicativa en la
relacion alométrica del orden de 15 veces mayor que la de reposo. Los murciélagos,
por su parte, comparten este parametro con las aves y constituyen otra excepcion
en los mamiferos.

7.1.5 El'metabolismo de los tejidos

Es interesante examinar donde se produce la disminucion del ritmo metabolico
especifico (por unidad de masa) segun aumenta la masa corporal, tal como
reflejan las leyes de escala estudiadas hasta ahora. Hay unos pocos 6rganos muy
activos metabolicamente que son los que, en reposo, acaparan la mayor parte
de la energia consumida. Por ejemplo, el corazon, los rifiones, el cerebro, el
higado y el bazo suponen apenas el 8 por ciento de la masa corporal en
una persona y, sin embargo, consumen cerca de las tres cuartas partes de
la potencia metabdlica en reposo, mientras que la otra cuarta parte se consume
en el 92 por ciento restante de la masa corporal, compuesta por los musculos,
tendones, esqueleto, piel, tejido adiposo y otros.

Podria pensarse, por lo tanto, que la tasa metabodlica especifica disminuye
porgue disminuye el tamafio relativo de los 6rganos mas activos. Pero el examen
de los datos disponibles no permite llegar a esa conclusion.

Tabla 7.2. Masa relativa de los distintos érganos corporales

Organo Masa en funcién de la Porcentaje de la masa corporal (Mxloo )
masa corporal (en kg) ] p M

Corazon 0,006 x M 0,6

Rifiones 0,007 x M % 0,7 x M 15

Cerebro 0,009 x M %7 0,9 x M 3

Pulmones 0,01 x M 1

Higado 0,03 x M % 3x MO

Masa muscular 0,40 x M 40
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El Gnico 6rgano cuyo tamafio disminuye en relacion con la masa corporal
de forma clara es el cerebro, mientras que los rifiones y el higado lo hacen a
un ritmo inferior al de la disminucion de la tasa metabolica. El corazon, los
pulmones y los musculos representan un porcentaje fijo de la masa total, inde-
pendientemente del tamafio.

Asi pues, el decrecimiento del ritmo metabolico especifico proporcional-
mente a M no se debe a una disminucion de ese orden en la masa de los
organos mas activos, sino al decrecimiento de la actividad metabolica de los
tejidos que conforman dichos érganos. Ahora bien, la actividad metabdlica
puede ser correlacionada con el nimero de mitocondrias por unidad de volumen
en las células y con la concentracion de enzimas metabdlicas relacionadas con la
actividad mitocondrial. Ambas variables han sido medidas en funcion de la masa
corporal observandose esa disminucién. Asi, la densidad de mitocondrias en el
higado (nimero de mitocondrias por unidad de masa del 6rgano) ha sido estu-
diada en mamiferos de tamafios muy distintos llegandose a la conclusion de que:

N i 01
mitocondrias o M 0,10

higado

de donde se sigue que:

-0,10 0,87 -0,10 _ 0,77
xM oM™ xM =M

o« M

r]mi'[ocondrias higado

lo que muestra que el equipamiento metabdlico de los distintos tejidos se
corresponde con las necesidades energeticas del organismo, que se ajustan a la
ley de Kleiber, combinando el volumen del tejido con su actividad metabolica
especifica.

7.2 El suministro energético

Hemos visto cuales son las necesidades energéticas de los organismos en
funciéndel tamafio. Para cubrirlas hay que aportar nutrientes y oxigeno a través
de complicados sistemas y este aporte debe también acomodarse al ritmo de
consumo que expresan las relaciones de escala. Repasaremos ahora como se
produce esta adecuacion en el sistema respiratorio y en el circulatorio.

7.2.1 Los pulmones y el suministro de oxigeno

Ya sabemos que el consumo de oxigeno es, para los organismos aero-
bios, proporcional al de energia. Asi, si la potencia metabodlica especifica
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disminuye en funcion de la masa del animal como M 2%, de esa misma
forma deberd comportarse el suministro de oxigeno al organismo. Ya hemos
visto que este fendmeno no puede derivarse de una disminucion relativa
del tamafio de los pulmones cuando aumenta la masa corporal ya que éstos
suponen una fraccion constante del cuerpo. Pueden verse algunas otras
caracteristicas de la respiracion en reposo en mamiferos en la tabla 7.3 con
datos de Stahl (1967).

Tabla 7.3.- Parametros del sistema respiratorio en funcion de la masa corporal

Variacion con M

Parametro (en kg) Resultado para M = 70 kg
Capacidad total 57 x M 93 4.500 ml

Volumen por 7,7 X MW 640 ml

inhalacién

Ritmo de ventilaciéon | 0,38 x M %% 11 I/min

fer:;itzrclgi de 53 x M2 17 inhal/min

Ritmo de consumo 11,6 x M 07 293 ml O, /min

de oxigeno

La ultima linea de la tabla expresa sencillamante la ley de Kleiber,
mientras que las dos primeras reflejan el hecho de que el volumen de aire
bombeado por los pulmones en cada inhalacion es proporcional a la masa
corporal, puesto que los exponentes 1,03 y 1,04 son practicamente equiva-
lentes a 1, en correspondencia con el hecho de que también lo es la masa
de los propios pulmones. Si dividimos, ademaés, la segunda por la primera,
encontramos que el volumen de aire en cada inhalacién es una fraccién con-
stante de la capacidad total, aproximadamente 1/7, desde un ratdn a un ele-
fante. Por lo demas, los pulmones de todos los mamiferos tienen las mismas
propiedades elasticas y extraen, ademas, la misma fraccion de oxigeno,
aproximadamente un 3 por ciento del volumen de aire respirado.
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Fig. 7.4. Volumen de los pulmones, en litros, en funcién de la masa corporal. La pendiente
de la recta es indistinguible de 1, es decir, el volumen de los pulmones representa una frac-
cién constante de la masa del cuerpo. Tenney y Remmers (1963).

Lo que genera la diferencia en el aporte de oxigeno al organismo es la
frecuencia de respiracion, muy grande en el caso de los animales pequefios y
muy pequefia en los animales grandes, con una dependencia de la masa igual
a la de la tasa metabdlica especifica.

En las aves, el sistema respiratorio es muy distinto al de los mamiferos, lo
que se traduce en que las constantes multiplicativas en latabla precedente varian
considerablemente, y la eficacia extractora de oxigeno en cada inhalacién es
algo superior, del orden del 4 por ciento del volumen del aire respirado. Pero
los exponentes alométricos son iguales, lo que hace que la explicacion de la
variacion del suministro de oxigeno en funcién de la masa sea la misma que
para los mamiferos: se relaciona exclusivamente con el ritmo respiratorio y
no con el tamafio de los pulmones, que es proporcional a la masa corporal,
ni a sus propiedades, que son las mismas con independencia del tamario
del animal.
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7.2.2 La circulacion de la sangre
La capacidad de transporte del sistema circulatorio

Una vez extraido el oxigeno del aire en los pulmones, es preciso transpor-
tarlo a través del torrente sanguineo hasta las células que lo van a consumir. De
nuevo podemos preguntarnos por las razones de la variacion de la cantidad de
oxigeno transportada en funcion de la masa corporal. El oxigeno se fija en los
pulmones a una molécula, la hemoglobina, contenida en los glébulos rojos de
la sangre, y luego es liberado en los capilares. Asi, la capacidad de transporte
de oxigeno depende de la concentracion de hemoglobina y ésta resulta ser la
misma para todos los mamiferos: entre 130 y 150 gramos de hemoglobina
por litro de sangre, contenidos en los glébulos rojos, que representan alre-
dedor de un 45 por ciento de la sangre, siendo el resto plasma.

Un aumento en el nimero de gdbulos rojos implica aumentar la capacidad
de transporte de oxigeno, pero se traduce en un aumento de la viscosidad, de
forma que la concentracion de hemoglobina presente en todos los mamiferos es
el resultado evolutivo de un compromiso: optimizar la capacidad de transporte
de oxigeno sin aumentar la viscosidad de la sangre hasta un punto en el que
el corazon tenga que hacer un trabajo imposible o peligroso. En este aspecto,
como en la mayoria de los relacionados con los seres vivos, hay algunas
excepciones: los mamiferos mas pequefios y los organismos que viven en
ambientes de gran altitud, escasos de oxigeno, sobrepasan los 150 gramos
de hemoglobina por litro de sangre. La razén por la que muchos atletas se
entrenan en altitud es, precisamente, conseguir que el organismo responda a
la escasez de oxigeno ambiental aumentando la concentracion de hemoglobina
en la sangre, lo que, segln hemos visto, genera un efecto colateral peligroso
como es la sobrecarga del corazén.

Tampoco el tamafio de los glébulos rojos depende del tamafio del
organismo. En los mamiferos su diametro varia entre 5 um y 9 um (del
orden de 7,5 um para los humanos), sin ninguna correspondencia con la
masa corporal, lo que implica que el didmetro de los capilares, adaptado
al paso de los globulos rojos, es universal, el mismo para un ratén y un
elefante. En las aves los globulos rojos son ligeramente mas grandes y en
reptiles y anfibios su tamafo es mayor.

La capacidad de transporte de oxigeno en sangre es, por lo tanto, la misma
para todos los mamiferos con unas pocas excepciones. La cantidad total de
hemoglobina en un organismo seré igual a su concentracién multiplicada por
el volumen total de sangre, pero éste es aproximadamente proporcional a la
masa del cuerpo:
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V ~66xM ml

sangre

donde la masa se expresa en kilogramos. Para una persona de 70 kg, el volumen
de sangre en el cuerpo se sitda entre los 4,5 y los 5 litros, mientras que para
un elefante de 5 toneladas es unos 350 litros. Como la densidad del cuerpo es
del orden de la de la sangre, de esta expresion se sigue que la sangre ocupa un
volumen que es entre un 6 y un 7 por ciento del volumen corporal en todos
los casos. También en este punto hay excepciones. Los mamiferos buceadores
presentan un volumen de sangre sisteméaticamente mas grande que el de otros
mamiferos del mismo tamafio. Se trata de una nueva adaptacion a un modo de
vida que exige almacenar oxigeno durante periodos de tiempo largo, lo que se
consigue aumentando el volumen de la sangre, que se usa como depdsito.

En resumen, la cantidad total de hemoglobina en un organismo es
proporcional a la masa del cuerpo y no puede dar cuenta de la dependencia en
el ritmo de oxigeno transportado.

El corazon
La frecuencia cardiaca

Para mover la sangre a través del sistema circulatorio existe un 6rgano, el
corazdn, que actia como bomba capaz de impulsar la sangre por la red de con-
ductos y hacer llegar con ella a todos los rincones del cuerpo el oxigeno, los nutri-
entes, las hormonas, el calor, los residuos del metabolismo, etc. La capacidad de
impulso del corazon depende de su tamafio, del volumen de sangre que mueve en
cada contraccion y de la frecuencia de latido. En la tabla 7.4 se da la dependencia
con la masa corporal de algunos parametros del sistema circulatorio, medida
experimentalmente, segan Li (2000). Obsérvese que los exponentes asociados a
la presion arterial y al radio de la aorta, 0,03 y 0,36, coinciden aproximadamente
con los derivados en la secciéon 7.1.3,0,0 y 3/8 = 0,375.

Tabla 7.4. Parametros del sistema circulatorio en funcion de la masa corporal
Parametro Variacion con M (en kg) | Resultado para M =70 kg
Frecuencia cardiaca 220 x M 70 puls/min

Vol. de sangre por impulso | 0,66 X M "% 57 ml

Presion arterial 89 x M 100 mm de Hg

Radio de la aorta 0,21 x M %3 0,97 cm

Longitud de la aorta 17 x M %! 63 cm

Masa del corazon 0,0066 x M % 0,42 kg
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El corazon, como ya hemos visto, representa aproximadamente un 0,6 por
ciento de la masa corporal para los mamiferos, independientemente del tamafio
del animal, excepto, como veremos, para el caso particular de los extrema-
damente pequefios. El volumen de sangre impulsada en cada contraccion es
proporcional al volumen del corazén vy, por lo tanto, también a la masa del
cuerpo. Ambas afirmaciones se ven corroboradas en la tabla 7.4. Los expo-
nentes de la relacion alométrica para el volumen de sangre en cada impulso y
para la masa del corazén son 1,05y 0,98, a todos los efectos practicos iguales a
1, que es el valor que equivale a la proporcionalidad con la masa corporal.

Por el contrario, donde hay una variacion clara con la masa corporal es en
la frecuencia cardiaca, que disminuye segun una relacién alométrica con un
exponente aproximadamente igual a 1/4:

-0,27

f...q (Mamiferos) ~ 220x M ~"“"pulsaciones por minuto (7.3

Es decir, la disminucién del ritmo especifico (por unidad de masa) de
transporte de oxigeno y nutrientes, conforme a la ley de Kleiber, se explica
enteramente mediante la frecuencia cardiaca y no mediante ninguna otra
caracteristica estructural del corazén o de la sangre. Todas ellas, menos
la frecuencia cardiaca, son constantes, independientes del tamafio del animal.
Ocurre en este caso exactamente lo mismo que para el suministro de oxigeno,
que, segun hemos visto en el apartado anterior, depende enteramente de la
frecuencia respiratoria.

La ecuacion que da la frecuencia cardiaca en funcion de la masa corporal
predice que el corazon de una persona de 70 kg late en reposo con una
frecuencia de unas 70 pulsaciones por minuto, mientras que el de un elefante
de 5 toneladas late a 22 pulsaciones por minuto y el de una rata de 100 g a
unas 410 pulsaciones por minuto.

El problema es que en los animales mas pequefios, como las musarafias
(un ejemplar de Suncus etruscus adulto pesa unos 2,5 g, mientras que uno de
Sorex cinereus se sitGa entre los 3 g y los 4 g), el ritmo cardiaco tendria que ser
enorme, unas 1.050 pulsaciones por minuto para una masa de 3 gramos. Por
razones que veremos al considerar la regulacion de la temperatura corporal,
estos animales incansables, que no paran de moverse e ingerir alimento, tienen
una tasa metabdlica todavia mayor que la que les corresponderia por su masa
diminuta. Por lo tanto, a igualdad de todos los otros factores, su corazén deberia
latir a la inconcebible frecuencia de méas de 2.000 pulsaciones por minuto.

El corazon necesita un tiempo minimo para contraerse, expulsar sangre,
relajarse y llenarse de nuevo de sangre para impulsarla de nuevo. Hay, por
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lo tanto, un limite inferior en el tiempo entre dos latidos sucesivos, que
se estima en unos 50 milisegundos, por debajo del cual es imposible que el
corazdén complete el ciclo, lo que se traduce en un limite superior a la frecuencia
cardiaca. Este limite es, por lo tanto, de 1/0,050 = 20 pulsaciones por segundo
0, lo que es equivalente, 1.200 pulsaciones por minuto. La frecuencia cardiaca
mas grande observada en musarafias al maximo de actividad es, en efecto, de
unas 1.300 pulsaciones por minuto, lo que implica que en reposo tiene que ser
menor, situandose, de hecho, alrededor de las 600 pulsaciones por minuto.

Por lo tanto, para hacer frente a las necesidades de su metabolismo, los
mamiferos mas pequefios no pueden incrementar la frecuencia cardiaca,
como hacen todos los demas, con arreglo a la expresion (7.3). Es preciso
que alguno de los otros factores sea claramente distinto, y este factor
resulta ser el tamafio del corazdn. En los animales mindsculos, el corazén
es comparativamente el triple de grande que en el resto de los mamiferos,
suponiendo un 1,7 por ciento, aproximadamente, de la masa corporal.
Asi, en el extremo inferior de la escala de tamafios aparece una cierta
discontinuidad, ya que las necesidades metabolicas no se cubren simplemente
aumentando el ritmo cardiaco como en todos los demas, al alcanzarse un
limite infranqueable, sino que tiene que ser complementado con el aumento
relativo del corazon.

En las aves, ocurre algo muy parecido. El tamafio del corazén es propor-
cional al del cuerpo, pero mayor que en los mamiferos, un 0,8 por ciento
aproximadamente. La frecuencia cardiaca es, por su parte, algo menor a
igualdad de masa con los mamiferos, pero varia en funcién de la masa cor-
poral con la misma ley alométrica:

f_.4(aves) ~160x M *pulsaciones por minuto (7.4)

Notese que la combinacién de mayor capacidad del corazon y menor
frecuencia hace que la cantidad de sangre movida por unidad de tiempo
en aves y mamiferos sea similar, de conformidad con una tasa metabdlica
también similar. También en el caso de las aves mas pequerias, en los colibries
concretamente (los ejemplares de Selasphorus scintilla pesan algo menos
de 3 gramos), ocurre el mismo fenédmeno que en los mamiferos. Estas aves
diminutas llegan hasta el limite de la frecuencia cardiaca de unas 1.300
pulsaciones por minuto en los momentos de maximo esfuerzo y necesitan
un corazon unas tres veces mas grande que el que les corresponderia por su
tamario si pudieran aumentar su frecuencia cardiaca de acuerdo con la regla
general, hasta llegar a suponer un 2,4 por ciento de la masa corporal. Sélo asi
pueden subvenir a sus necesidades metabdlicas.
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Los murciélagos tienen caracteristicas metabdlicas parecidas a las de las
aves y el tamafio de su corazon, a una masa corporal dada, se parece mas al
de las aves que al de los mamiferos. Y también en los casos de murcielagos
diminutos, como el Pipistrellus pipistrellus, que pesa apenas 5 gramos, su
corazon es el doble del que le “corresponderia” en funcién de su tamafio.

En los mamiferos marsupiales el corazén es también una fraccion cons-
tante de la masa del cuerpo y el ritmo cardiaco se ajusta a una expresion del
tipo:

f ., (marsupiales) ~110 x M ~** pulsaciones por minuto (7.5)

es decir, se comporta como en el resto de los animales de sangre caliente, con
el mismo exponente alométrico pero distinta constante de proporcionalidad.
El valor de esta Gltima en la ecuacion (7.5) muestra que, a igualdad de masa, la
frecuencia cardiaca es del orden de la mitad que en el resto de los mamiferos,
lo que implica que su tasa metabdlica sea también menor.

Los reptiles y anfibios tienen un corazéon menor en comparacion con el de
los animales de sangre caliente, entre un 0,4 y un 0,5 por ciento de la masa
corporal. Su tasa metabolica especifica se ajusta también a la ley de Kleiber
a través del cambio de ritmo cardiaco, aunque en los animales de sangre
fria éste depende considerablemente de las condiciones ambientales. Lo
mismo ocurre en el caso de los peces, cuyo corazon es todavia mas pequefio,
aproximadamente un 0,2 por ciento de su masa total.

En el méximo de actividad, los mamiferos pueden llegar a aumentar su
ritmo cardiaco en un factor entre dos y tres (las musarafias apenas pueden
llegar a un factor dos). En las aves, el factor es de ese mismo orden, aunque se
ha observado que las palomas pueden multiplicar el nimero de pulsaciones en
reposo por un factor proximo a seis en los momentos de maximo esfuerzo. Sin
embargo, la tasa metabolica maxima llega a ser hasta 15 veces la del reposo,
lo que implica que a este aumento deben contribuir otros factores, ademas del
aumento del ritmo cardiaco. Estos son el aumento de la presion arterial, que
puede duplicarse, y la fraccion de oxigeno que los mudsculos son capaces de
extraer de la sangre en los momentos de gran esfuerzo, que supone un factor
suplementario del orden de tres respecto de la eficacia extractora en situacion
de reposo.

El trabajo que hace el corazon al mover una cierta cantidad de sangre a lo
largo de una distancia | sera:

W =Fxl=pxSxl=pxV
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donde P es la presion que el corazon es capaz de ejercer, igual a la fuerza que
imprime a la sangre dividida por la seccion transversal total de los conductos
por los que la impulsa, de forma que F = p x S. Por otro lado, V =S x|
es el volumen de sangre desplazado en un latido (mas adelante se vera con
detalle la nocién de presion y su aplicacion al caso del sistema circulatorio).
La sangre es impulsada a traves de la aorta y de la arteria pulmonar, pero la
presion en esta Gltima es del orden del 20 por ciento de la de la aorta, por
lo que, dado que el volumen de sangre tiene que ser el mismo, el trabajo que
hace el corazon es, salvo una correccion del 20 por ciento, el que necesita
para impulsar la sangre a través de la arteria aorta.

La presion en la aorta es ciclica y varia segun esté el corazén en fase
de sistole o de diastole, de forma que consideraremos, para simplificar, la
presién media. Como ya vimos en una seccion anterior, la presion media en
la aorta es una constante en todos los mamiferos, desde los ratones a los
elefantes, con un valor igual a 1,3 x 10* N/m? = 0,13 atmdsferas ~ 100 mm de
Hg. En realidad, esta presion es lo que definiremos mas adelante como presion
manométrica, igual a la diferencia entre la presion del fluido (en este caso la
sangre) y la presion atmosférica, exterior al conducto por el que se mueve, que
es de una atmdsfera. La presion total en el interior de la aorta es, por tanto,
igual a 1,13 atm = 880 mm de Hg, en todo caso igual para todos los mamiferos.
Como el volumen de sangre expulsado en un latido es proporcional a la masa,
deducimos que el trabajo que realiza el corazén en cada latido es proporcional
también a la masa corporal. Y como la frecuencia de latido es proporcional
a M%% la potencia cardiaca (trabajo realizado por unidad de tiempo) sera
proporcional a M%7, de nuevo en consonancia con la ley de Kleiber.

El tiempo de circulacion

La diferencia en la concentracién de oxigeno de la sangre es de 50 ml por
litro de sangre entre la méas rica y la mas pobre en oxigeno. Por lo tanto, para
proporcionar al organismo una cantidad X de oxigeno, expresada en litros,
es preciso movilizar:

_ X~ 20X litros de sangre (7.6)

0,050

Dado que la tasa metabdlica en reposo para mamiferos, medida en vatios,
es 3,4x M °™, de acuerdo con la expresion (7.1), podemos encontrar facilmente
el volumen de oxigeno que es preciso consumir por minuto:

204xM®"™J / min
20 J /mlO,

VO, =3,4xM%"® J /sx60s/min = =0,0102x M *™ mlO, / min
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y para estimar la cantidad de sangre que hay que desplazar hay que multiplicar
el volumen de oxigeno por 20, de acuerdo con la expresion (7.6). Asi, la
cantidad de sangre movilizada por el corazon es del orden de:

AV

% ~0,2xM®™ litros de sangre por minuto (7.7)

que se aproxima mucho al resultado obtenido en medidas directas de
volimenes de sangre impulsados por el corazén. Para una persona de 70 kg,
la expresion (7.7) nos dice que su corazén moviliza 0,2x 70%” ~ 4,8 litros de
sangre por minuto; es decir, la totalidad de la sangre de una persona recorre el
circuito sanguineo en un tiempo del orden de un minuto. Se llama, justamente,
tiempo de circulacién al tiempo que tarda toda la sangre de un animal en
completar la circulacion y, por lo tanto, renovar su contenido de oxigeno.
Su expresion general seré:

AVsangre - 01 066 x M
AVsangre O! 2xM 0.7
At

At = =0,33x M **minutos = 20x M ***segundos

que nos indica que una musarafia de 3 gramos hace circular la totalidad de
su sangre en unos 4 segundos, mientras que un elefante tarda algo menos de
3 minutos. Por supuesto que si se estd haciendo ejercicio en lugar de estar en
reposo, el tiempo de circulacion disminuye y puede llegar a ser la quinta parte
de su valor en reposo.

7.3 El tiempo biologico

Como ya hemos visto, la frecuencia respiratoria o cardiaca de los animales
mas pequefios es muy grande, asi como la velocidad con que mueven sus
extremidades, mientras que ocurre todo lo contrario en los animales grandes.
Estas diferencias estan ligadas a las diferentes tasas metabodlicas especificas
y se reflejan en muchas otras variables relacionadas con el tiempo: tiempo de
gestacion, de madurez sexual y de vida. Asi, el tiempo fisiologico tiene una
relacion con el tiempo fisico distinta para cada organismo, dependiendo basi-
camente de la masa corporal.

A partir de la frecuencia cardiaca de los mamiferos podemos calcular la
duracion de cada latido del corazon en funcion de la masa corporal expresada
en kilogramos:
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tico = L =1 meomin= 0,27xM **'seg (7.8)
foa 220
y lo mismo puede hacerse para el tiempo entre dos inhalaciones al respirar:
1 1 .
to =——="M"®min=1,1x M **se 7.9
inhal f 53 g ( )

resp

La tasa metabdlica especifica es proporcional a M %%, por lo que el
“tiempo metabdlico”, definido como el tiempo que se tarda en consumir una
cierta cantidad de energia por unidad de masa corporal, sera proporcional al
inverso de la tasa especifica y se comportara también como M%?, El tiempo
fisiologico se puede definir a partir del ritmo metabdlico, o de circulacion
sanguinea o de extraccion de oxigeno, o de consumo y renovacién de alguna
sustancia basica como una hormona o la glucosa. Todos estos procesos estan
ligados, como hemos visto en las secciones precedentes, y por esa razon, sea
cual sea su definicion, el tiempo fisiolégico es una funcion creciente de la
masa y, mas en concreto, proporcional a M%%,

El hecho de que todos los tiempos tengan el mismo comportamiento
permite encontrar relaciones entre ellos en las que se cancela la dependencia
en la masa. Por ejemplo, a partir de las expresiones (7.8-9), la razon entre las
frecuencias cardiaca y respiratoria en los mamiferos sera:

f, _ 220xM°%
= =42 (7.10)

resp

Es decir, en todos los mamiferos, independientemente de su masa, la
frecuencia cardiaca es igual a la respiratoria multiplicada por un factor cuyo
valor es del orden de 4,2 a 4,5. Lo mismo ocurre con las aves, pero el factor
es del orden de 9.

Consideremos ahora el tiempo medio de vida de un animal. Se trata de un
concepto dificil de definir con precision. En efecto, no es lo mismo la vida
media de un animal en la naturaleza, sujeto a la accién de predadores, falta de
alimento o calamidades naturales, que en cautividad, donde no se da ninguna
de estas contingencias. Por otra parte, en condiciones naturales el tiempo de
vida maximo que alcanzan algunos individuos dista mucho del promedio de la
especie a la que pertenecen. Aun con todas estas dificultades, puede afirmarse
que la duracion de la vida aumenta con la masa e, incluso, se ha cuantificado
esta relacion para mamiferos y aves en cautividad:
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t,.. (mamiferos) ~12x M °* afios (7.10)

t ... (aves) =~ 28x M ** arios (712)
vida ( )

donde la masa M se expresa en kg. Para animales en la naturaleza, la
duracién promedio de su vida es notablemente menor que lo que resulta de
las expresiones (7.11-12). Como puede verse, mamiferos y aves muestran una
dependencia con la masa similar, pero la comparacion de los coeficientes
indica que las aves viven aproximadamente 2,3 veces mas que los mamiferos
a igualdad de masa. Un mamifero de 1kg tiene una vida media de unos 12
afios, mientras que un ave del mismo tamafio alcanza los 28 afios. Segun
esta expresion, un perro de 30 kg vivira, por término medio, 23 afios, y un
elefante, unos 65 afios. La vida media para una persona de 70 kg resultaria
ser menor de 30 afos, que es entre un medio y un tercio de su valor real,
por lo que los humanos son una excepcion a la regla, excepcién que quiza
esté relacionada con el gran tamafio de su cerebro.

Es dificil saber si la diferencia entre los exponentes de las ecuaciones
(7.11-12) y el exponente tipico de todos los tiempos fisioldgicos, 0,25, es
real o se debe a imprecisiones en la definicion y medida de la vida media.
Es muy probable que se deban Gnicamente a este Gltimo factor y se ajusten,
en realidad, al exponente universal 0,25.

Si ése fuera el caso, resultaria que el niumero de latidos del corazon o
de inhalaciones al respirar es una constante independiente de la masa
de los organismos. En efecto, el namero de latidos, por ejemplo, seré igual
al tiempo total de vida dividido por el tiempo que dura un latido:

_t

vida
latidos —
t

_ 12x365x24x3600x M *%°

N
0,27x M%7

~1,4x10°

latido

donde hemos expresado el tiempo de vida en segundos y hemos despreciado
el exponente residual de la masa. Asi, los corazones de un elefante y de un
raton de 20 gramos laten aproximadamente el mismo nimero de veces a lo
largo de sus vidas, pero a ritmos muy diferentes. Lo mismo ocurre con el
namero de inhalaciones:

_t

inhal —
t

_ 12x365x24x3600x M **°
1,1x M %%

vida

N

~3,4x10°

inhal
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Se ha discutido mucho acerca de la longevidad de la vida humana en
comparacion con la del resto de los mamiferos. Como esa excepcionalidad
coincide con una encefalizacion también excepcional en los humanos, ha
llegado a proponerse que la duracion promedio de la vida esta correlacionada
con el tamafio relativo del cerebro méas que con la masa corporal. Conclusion que
contradice lo que ocurre en las aves, con una vida media mas larga y cerebros
mas pequefios. La realidad es que no se sabe por qué los humanos se apartan
de la regla de forma tan notable y, si hay alguna relacion con el tamafio del
cerebro, cuales puedan ser los mecanismos causantes de la excepcionalidad.

7.4 Ejercicios propuestos

Ejercicio 7.1 Los elefantes africano y asiatico son animales que se pueden
considerar isométricos. Los machos del elefante africano pueden llegar a
pesar 6 toneladas y tener una altura en cruz del orden de 3,5 metros, mientras
que los del elefante asiatico llegan hasta las 4 toneladas de peso y los 3
metros de altura en cruz. Asi, el factor de isometria en masas es del orden de
6/4 = 1,5, mientras que en dimensiones lineales sera:

|_ M 0,33
—2=| 2 =1,5% ~1,145

L M,

donde los subindices 1y 2 corresponden a la especie africana y a la asiatica,
respectivamente. Como puede verse, la relacion entre dimensiones lineales es

la que existe aproximadamente entre las alturas maximas de los dos tipos de
animales. Las tasas metabdlicas en reposo cumpliran la regla de Kleiber:

0,75
R _M, =1,5%"~1,355
Pl Ml ¢l ]

mientras que si fueran exactamente isométricos la relacion entre sus superfi-

cies corporales seria:
S M 0,67
(—Zj ~1,312

Z2
Sl 1

de forma que si el elefante asidtico tiene la superficie adecuada para
disipar el calor que genera su metabolismo, el elefante africano generaria
proporcionalmente mas calor que el que podria disipar a través de la
suya. Asi que seria logico que hubiera una cierta modificacion en la forma



El metabolismo y las leyes de escala 339

que aumentara la superficie corporal del africano respecto del asidtico.
Podemos estimar cual deberia ser esa superficie “suplementaria’:

S,=1,355xS, = (1,312+0,043)xS, =1,312xS, +0,043x S,

donde el primer sumando es la superficie del elefante asiatico ampliada
isométricamente hasta las dimensiones del africano, mientras que el segundo
término representa la superficie “suplementaria” para ser capaz de evacuar
el calor generado. Si la superficie de un elefante asidtico es de unos 30 m?, el
aumento del metabolismosegun larelacionalométricade Kleiberimplicaque la
superficie del elefante africano debe aumentar hasta los 1,355x 30 = 40,7 m?,
que se componen de 1,312x30=39,4 m?, correspondientes al aumento
de escala, mas 0,043x30=1,3 m* suplementarios. Ahora bien, ambas
variedades de elefantes son muy similares excepto en las orejas, mucho
mayores en la variedad africana, en una cantidad del orden de la necesaria
para proporcionarle esa superficie “suplementaria’.

Fig. 7.5. Elefante africano y asiatico. Notese la diferencia en la superficie de las orejas.

Ejercicio 7.2 Un elefante de 5 toneladas de masa come unos 250 kg
al dia de vegetales (aproximadamente un 5 por ciento de su propia masa).
Suponiendo que la tasa metabdlica de campo (promedio durante un dia) sea
un 50 por ciento superior a la tasa metabolica basal, estimar la capacidad
energética media del alimento ingerido.

Sol.: 25 kcal/100 gramos de alimento
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Ejercicio 7.3 Suponiendo que un conejo de 1 kg coma el mismo tipo de
alimento vegetal que el elefante del problema anterior, calcular cuénto debe
ingerir por dia para cubrir su tasa metabolica de campo. Hacer lo mismo
para una rata de 50 g.

Sol.: Conejo: 0,42 kg/dia (42 % de su masa);
Rata: 45 g/dia (90 % de su masa)

Ejercicio 7.4 Si una persona ingiere una media de 600 g de alimento al
dia y su tasa metabdlica de campo es también un 50 por ciento superior a
la tasa metabolica basal, calcular la capacidad energética media de dicho
alimento.

Sol.: 400 kcal/100 gramos de alimento

Ejercicio 7.5 Sea una persona de 70 kg de masa. Suponiendo que su tasa
metabolica de campo es un 50 por ciento superior a la tasa metabolica en
reposo, a) calcular la cantidad de oxigeno consumida por minuto para cubrir
sus necesidades energéticas; b) suponiendo que su frecuencia respiratoria
sea de 18 inhalaciones por minuto y que extrae oxigeno en cada una de
ellas en una cantidad que supone el 3 por ciento del aire inhalado, calcular
la cantidad de aire inhalado en cada inhalacion; c) si la persona vive 80
afos, calcular la cantidad total de aire inhalado a lo largo de su vida.

Sol.: @) 360 mlO,/min; b) 670 ml/inhal; c) 507.000 m®

Ejercicio 7.6 A partir de la presion media en la aorta de una persona de
70 kg, y del volumen de sangre impulsado en cada latido, calcular la potencia
consumida por el corazdn para generar el flujo sanguineo.

Sol. P=7,5W (~9%deP,)
Ejercicio 7.7 Hacer el mismo célculo para una rata de 100 g de peso.
Sol. P =0,045W (~7,5%de PF;)
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Apéndice C. Constantes

fundamentales

Magnitud Simbolo Valor Unidades
Velocidad de la luz en el vacio c 299792458 x10° ms™
Constante Newton Gravitacion G 6.67259 x 10 m’ kg s
Masa del electron m, 91093897 x 10~ kg
Masa del proton m 16726231x10° kg
Masa del neutrén m_ 16749286 %107 kg
Unidad de masa atémica 21 Kg

(1 b 1,66053873x10 Mev/e
luma.=| —|m(*C) 931,49
12
Cociente masas proton/electron m_/m 1836.153
Nutmero de Avogadro N, 6.0221367 x 102 mol™
Temperatura punto triple del T 273.16 K
agua ’
Constante de Boltzmann k, 1380658 x10% JK
ks 8,617385x10° VK

Constante de los gases R=N, k, 831451 J mol™ K™
Constante de Stefan-Boltzmann © 5 6704 %10~ Wm?K*
Carga elemental e 1.60217733x10°° C
Constante de Faraday F=eN C mol™
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Permeabilidad magnética del
vacio

Permitividad dieléctrica del
vacio

Constante de Coulomb

Constante de Planck

Magnetén de Bohr

Radio de Bohr

Apéndice C. Constantes fundamentales

Hy 47 x107
g,=1/(u,c’) 885418781710

Ke =1/(4ne,) 8,987552x10°

h 6,6260755x10%

h 41356692 x 107
h/2m 1,05457266 <10
Hy 9,2740154x107%
R

B 5,29177249x10™*

N A~

N—l m—2 CZ

N m? C?

s

eVs

s
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Apéndice E. Vectores

6.1 Caracterizacion de un vector

6.1.1 Coordenadas cartesianas

La proyeccion del vector posicion sobre los ejes de coordenadas son sus
componentes cartesianas (cuando no se diga otra cosa, se entendera que las
componentes de un vector son las cartesianas), de forma que podemos repre-
sentarlo mediante el simbolo r, o bien mediante las componentes:

r=(xY,2)

Alo largo de todo el libro, se consideran Gnicamente magnitudes vectori-
ales que se derivan del vector posicion, como son la velocidad, la aceleracion,
el momento o el momento angular, entre otras, 0 vectores que caracterizan
fuerzas. Puede generalizarse, no obstante, el concepto de vector a un nimero
arbitrario de coordenadas, pero nosotros nos limitaremos a los de tres compo-
nentes. En general:

a=(a,a,a,) (E.1)

Z

X

Fig. E.1. Vector posicion y sus componentes respecto de un sistema de referencia. Las
coordenadas cartesianas del punto A son las tres componentes x, Y, z.
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6.1.2 Médulo

Denotaremos el médulo de un vector a mediante el mismo simbolo sin
flecha, en este caso a, 0 bien usando la notacion |<':1‘ . De la figura E.1 es inme-
diato comprobar, aplicando el teorema de Pitagoras, que el modulo de un
vector esta relacionado con sus componentes de la siguiente forma:

a’=a;+a;+a; (E.2)

Y para el caso del vector posicion:

r’=x’+y*+7° (E.3)

6.1.3 Coordenadas polares

Llamaremos angulo polar, 9, al que forma el vector posicion con el eje Z
y azimutal, ¢, al que forma la proyeccién de dicho vector sobre el plano XY
con el eje X, tal como puede verse en la figura E.2. Utilizando las magnitudes
trigonométricas (ver el Apéndice F), resulta:

X =T send cos¢ (E.4)
y =rsené seng (E.5)
z=rcos6 (E.6)

A los tres parametros, modulo, angulo polar y angulo azimutal (r, 6, ¢),
se les llama coordenadas polares y, en consecuencia, un vector puede
caracterizarse por sus componentes cartesianas o, de forma equivalente, por
sus componentes polares. Nétese que, a partir de las ecuaciones (E.4-6), se
recupera la relacion (E.3) entre el médulo y las componentes cartesianas.
La caracterizacion de un vector por sus coordenadas polares es util cuando
se tratan problemas con simetria esférica, es decir, problemas en los que las
magnitudes fundamentales s6lo dependen de la distancia a un cierto punto,
que se toma como origen de coordenadas. En ese caso, la coordenada rele-
vante es el médulo r del vector posicion y no sus componentes cartesianas.
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Fig. E.2. Coordenadas polares del punto A: r, 6, ¢.

A partir de las ecuaciones de transformacion (E.4-6), es inmediato encon-
trar las transformaciones inversas:

r={x’+y*+17° (E.7)

tge = (E.8)

< |<

cosf = (E.9)

z
X +yi+7°

Ejemplo. Sea el vector posicion r = (\/5 ~2, 2) . Las coordenadas polares de
ese punto seran:

tngﬁ:l; @ =45°
2
cosezi:i; 0 = 45°
22 2

6.1.4 Coordenadas cilindricas

Un problema tiene simetria cilindrica o, equivalentemente, axial cuando
la coordenada relevante es la distancia a un eje. En ese caso, es conveniente
escoger el sistema de referencia de forma que el eje Z coincida con el eje de
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simetria, siendo el origen, en consecuencia, un punto perteneciente a dicho
eje. La caracterizacion méas adecuada del vector posicion para este tipo de
problemas es mediante la distancia p al eje de simetria, la coordenada vy el
angulo azimutal entre la proyeccién del vector posicidn sobre el plano per-
pendicular al eje Z y un eje fijo, contenido en dicho plano, que podemos
escoger como eje X.

X
Fig. E.3. Coordenadas cilindricas del punto A: p, ¢, z.

La relacion entre coordenadas cartesianas y cilindricas es evidente en la
figura E.3:

X = pCOSQ (E.10)
y = p seng (E.11)
z2=12 (E.12)

La relacion entre el mddulo del vector y las componentes cilindricas puede
deducirse inmediatamente de las ecuaciones (E.10-12):

rP=p’+2=x"+y*+7°
La transformacion inversa sera:
p =X +y° (E.13)

tgp=2 (E.14)
X
Ejemplo. Sea el vector posicion r= (1,\/5,2). Sus coordenadas cilin-

dricas seran:



Apéndice E. Vectores 355

p=113=2
tgp =~/3; @ =60
z2=2

6.2 Operaciones con vectores

6.2.1 Igualdad de vectores

Dos vectores, a y b son iguales si lo son en modulo, direccion y
sentido:

— —

a=b
0, de forma equivalente, si tienen iguales sus tres componentes:
a, =b,
ay = by
a, =b,

en cualquier sistema de coordenadas. Es obvio que si las componentes
cartesianas de dos vectores son iguales también lo son las componentes
polares y cilindricas.

6.2.2 Multiplicacion por un niimero

_Si 2 es un namero cualquiera, el producto de ese nimero por un vector
a es otro vector b:

b=21a

tal que sus tres componentes cartesianas cumplen las siguientes relaciones:
b, = Aa,

b, = 2a,
b, = 1a,

de donde se sigue que el médulo de b es también igual al médulo de a mul-
tiplicado por A:

b:\/bf+by2+bf :\//lzaf+iza§+/12af = Aa; +a;+a’ = a
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De la definicion de multiplicacion de un vector a por un nimero A se sigue
que el resultado es otro vector en la misma direccion que a pero con un
modulo que es igual al de éste multiplicado por A. Dos vectores proporcio-
nales (tales que uno es igual al otro multiplicado por un nimero) son, por lo
tanto, paralelos y viceversa, dos vectores paralelos son siempre proporcio-
nales. Cuando la constante de proporcionalidad A es negativa, los vectores
tienen sentido contrario, mientras que tienen el mismo sentido si es positiva.

Z

Azl

X

Fig. E.4. Multiplicacion de un vector @ por un niimero A.

A partir de las expresiones que dan la transformacion entre coordenadas
polares y cilindricas en funcion de las cartesianas, (E.7-9), (E.13-14), se
deduce que los parametros r, p y z resultan multiplicados por el nimero 4,
mientras que los angulos 8y ¢ permanecen constantes.

6.2.3 Suma de vectores
Se dice que un vector ¢ es igual a la suma de dos vectores a y b
c=a+b
si cada una de sus componentes es igual a la suma de las componentes de los

vectores sumandos:
c, =a,+b, (E.15)

c,=a,+b (E.16)

y

c,=a,+bh, (E.17)
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Fig. E.5 Suma de vectores, C = a + b.

La interpretacion geométrica de la suma de vectores es sencilla. En efecto,
puesto que la igualdad entre vectores equivale a la igualdad entre sus com-
ponentes en cualquier sistema de referencia, tomemos un sistema en el que
uno de los ejes, por ejemplo el Y, coincida con la direccion del vector a y en
el que el vector b esté contenido en el plano YZ, tal y como se muestra en la
figura E.5. Es inmediato darse cuenta de que el vector suma es la diagonal del
paralelogramo formado a partir de los dos vectores sumando. Por eso a esta
regla se la conoce como regla del paralelogramo y para cualquier sistema de
referencia, la suma de dos vectores puede obtenerse siempre graficamente
a partir de esta regla. Para hacer todavia mas sencilla su aplicacion, suele
ser conveniente trasladar paralelamente uno de los vectores de forma que
su origen coincida con el extremo del otro. La suma es el vector que va del
origen del primero al extremo del segundo, como puede comprobarse en la
figura E.5.

La suma de un numero cualquiera de vectores se generaliza trivialmente a
partir de las expresiones (E.15-17), afiadiendo en los segundos miembros las
componentes de todos los vectores sumando. Graficamente, es conveniente
sumar primero dos vectores con ayuda de la regla del paralelogramo, luego
sumar el resultado obtenido a un tercer vector y asi sucesivamente.

La combinacion de la multiplicacion de un nimero por un vector y la
suma de vectores permite definir una operacion llamada combinacion lineal
de vectores:

c=Aa+ub

que equivale, en componentes, a:
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c, = Aa, +ub,
c, =Aa, +ub,
c, = Aa, + ub,

_ Graficamente, debemos primero dibujar los vectores la y ,uB a partir de
a y b, simplemente multiplicando los médulos y dejando invariable la direc-
cion en cada uno de ellos, y luego sumarlos con ayuda de la regla del paralelo-
gramo. De esta regla se sigue inmediatamente que cualquier combinacion
lineal de dos vectores es un vector que se encuentra en el plano definido por
ambos (ver la figura E.6).

Fig. E.6. Combinacion lineal de vectores, C = Ad + MB.

6.2.4 Vectores unitarios

Llamamos vector unitario a cualquier vector cuyo modulo sea igual a la
unidad. Puede obtenerse el vector unitario en la direccion de un vector cual-
quiera a simplemente multiplicandolo por el inverso de su modulo:

Ua =—a (E18)
a
que equivale, en componentes, a:

u,, = i

ax z

— ay

ua,y = z

a

ua,z - ;Z

2
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Ejemplo. Sea el vector:

a=(1,3,2)
El vector unitario en la direccion de a sera:
1o (1 V31
a2 V222 V2

Hay tres vectores de especial importancia, conocidos como i, i, k, que son
unitarios y tienen direcciones a lo largo de los tres ejes coordenados X, Y, Z.
Sus componentes son, por definicion:

i=(1,0,0)
1=(0,1,0)
k=(0,0,1)

y de la definicién de combinacion lineal de varios vectores es obvio que todo
vector a se puede expresar de la siguiente forma:

a=ai+a, j+ak (E.19)

siendo a,, a,, a, sus componentes cartesianas. Un conjunto de tres vectores,
tales que cualquier vector puede escribirse como una combinacion lineal de
los tres, forma lo que se llama una base del espacio vectorial. Por lo tanto, el

—- = —

conjunto {i, I, k} es una base.

=¥

¥

Fig. E.7. Vectores unitarios, T,T,lz.
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Los vectores unitarios se representaran, en general, mediante la letra u.
Por ejemplo, los vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados pueden
simbolizarse como u , u, u, aunque, por razones historicas, en este caso par-
ticular ya hemos visto que se suelen representar como i, j, k.

6.2.5 Producto escalar

Llamamos producto escalar de dos vectores a y b a la cantidad que
resulta de multiplicar los mdédulos de ambos vectores entre si y por el coseno
del &ngulo que forman:

a-b=abcoso (E.20)

donde a y b son los médulos de ambos vectores y 6 es el angulo que forman
entre ellos (comprendido entre 0° y 180°). De la definicion se sigue que:

a-b=Db-a

0 = 60° >
a

1
x 0 1 2 Y

Fig. E.8. Los vectores @ = (0,2,0) y b= 071, \/§) .

Notese que los dos factores de esta operacion son vectores, mientras que
el resultado es un escalar, es decir, una cantidad que se expresa con un solo
namero.

Ejemplo 4. Sean los vectores a = (0,2,0) y b = (0,1,~/3) . Ambos estan en
el plano YZ, y en la figura E.8 puede verse facilmente que si 6 es el angulo

1 .
que forman, entonces cos 0 = =, es decir, 0 = 60°. Por lo tanto, su producto
escalar sera: 2

a-b=2x2xcos60° =g=

Para el caso de vectores paralelos, & = 0, lo que implicaque cos =1,y el
producto escalar es simplemente el producto de los modulos. En particular,
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un vector es siempre paralelo a si mismo, por lo que el producto escalar de un
vector por si mismo es igual a su médulo al cuadrado:

-2 - - 2
a —a-a-a
Por el contrario, el producto escalar de dos vectores perpendiculares es cero
. T T . T
debido a que 6 =— y cos — = 0. Para angulos menores que — el producto
escalar es una cantidad positiva, mientras que para angulos comprendidos
entre — y x el producto escalar es una cantidad negativa. En particular, si
son paralelos pero tienen sentidos opuestos, el angulo que forman serd 0 = «
y en ese caso, a-b =—ab. Los productos escalares entre los vectores unitarios
{T, i, E} son:
k=

=~

(E.21)

[e—

ii=7

|

=~

1
=0 (E.22)

=~
I
—

7.j=1

por lo que se dice que dicha base es ortonormalizada: los vectores son ortogo-
nales dos a dos y cada uno de ellos estd normalizado, es decir, es unitario.
Ahora, utilizando las ecuaciones (E.21-22) se puede expresar el producto
escalar de dos vectores en funcion de las componentes:

a-b=(ai+a j+ak)(bi+b j+bk)=ab +ab +ab  (E23)

De la expresion anterior se sigue que una forma de encontrar el angulo
que forman es calculando su producto escalar en funcion de las componentes
y dividiendo el resultado por el producto de los dos médulos:

cosO =135 (E.24)

Ejemplo. Retomando el ejemplo anterior, sin necesidad de ninguna repre-
sentacion grafica podriamos encontrar el angulo entre los dos vectores a y b:

0x0+2x1+0x+/3 _

cos O = 1
2x2 2

0 = arc cos % =60°
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T

btld= bcos@

Fig. E.9. Producto escalar de dos vectores y proyeccion b, del vector b sobre la direccion
del vector &.

sobre el a es:

La proyeccion b, del vector b
b, =bcos6

por lo que puede considerarse el producto escalar como el resultado de mul-
tiplicar el modulo de un vector por la proyeccién del otro sobre el primero.

Esta propiedad nos permite calcular la componente b, de un vector b sobre
la direccion definida por otro vector, a. En efecto:
a,b, +ab +ab

772

2 2 2
Ja, +a; +a;

a-b=

Q[

b, =bcosd = ua-b

6.2.6 Producto vectorial

El producto vectorial de dos vectores V =axb es otro vector con las
siguientes propiedades:

Su direccion es la normal al plano que contiene a los dos vectores que se
multiplican.

Su sentido es el que marca la regla del sacacorchos al mover el primer factor
hacia el segundo a lo largo del camino mas corto. Por lo tanto, el producto
vectorial no es conmutativo, cambiando de signo su resultado si cambia el
orden de los factores.
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> > >
v=axbh

- -
-
-

S=absenf ‘;:"

Fig. E.10. Producto vectorial de dos vectores, V = & x b.

Su modulo es igual al producto de los modulos de los dos factores
multiplicado por el seno del angulo que forman (siempre comprendido entre
0°y 180°): -
|a><b‘ = abxsend (E.25)

De aqui se deduce que el médulo del producto vectorial es maximo para

vectores perpendiculares (6 = %), mientras que es cero para vectores paralelos

o antiparalelos (6 =0, 7). En la figura E.10 puede verse que el modulo del
producto vectorial de dos vectores es igual al area del paralelogramo que se
puede formar con ambos vectores como lados.

Ejemplo 6. Para los dos vectores del ejemplo anterior, puesto que ambos
estan contenidos en el plano YZ, su producto vectorial sera un vector a lo
largo del eje X. Al llevar el vector a sobre el b a lo largo del camino mas
corto, realizamos una rotacion en el sentido contrario a las agujas del reloj,
por lo que, segun la regla del sacacorchos, el sentido del producto vectorial
sera el del semieje X positivo. Sumodulo sera:

J3

’axB‘ = 2x 2% 5en60° :47: 23

De acuerdo con la definicion de producto vectorial, los productos vectori-
ales entre los elementos de la base son:
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